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CHAPITRE 1

Introduction

1.1. Simulations multi-échelles

Au cours des dix dernières années, la recherche en sciences des matériaux a été le lieu d’émergence
d’une nouvelle forme d’activité scientifique appelée modélisation multiéchelles. Un parcours rapide de
la littérature montre que la finalité de cette nouvelle thématique est bien définie dans son principe. Il
s’agit d’établir un lien entre d’une part notre compréhension d’un ou plusieurs phénomènes physiques
élémentaires à l’échelle microscopique et d’autre part, au niveau macroscopique, un comportement
bien caractérisé mais souvent mal compris.

L’étude de la déformation plastique des matériaux cristallins constitue une des problématiques
où l’apport des modélisations multiéchelles, et plus particulièrement des simulations mésoscopiques,
s’avère essentiel [1, 2, 3]. En effet, des divergences ou incompréhensions demeurent entre approches
microscopiques (physiques) et macroscopiques (mécaniques) de ce phénomène important.

– Les modèles microscopiques sont souvent limités aux seuls aspects atomiques, liés à la structure
de coeur des dislocations. Ils ne sont pas intégrés à plus grande échelle et il est difficile d’en tirer
des prédictions sur le comportement global du matériau.

– Les modèles macroscopiques s’appuient sur la mécanique des milieux continus qui, certes, fournit
aux ingénieurs une description quantitative, mais reste souvent phénoménologique et ne contenant
pas les longueurs d’échelle associées aux aspects microstructuraux.

L’idée qu’une unification ’micro-macro’ de la plasticité doit venir d’investigations aux échelles in-
termédiaires a été mise en évidence par de nombreux travaux dans les années 1970. Pour comprendre
la plasticité d’un matériau cristallin, il faut être capable de prendre en compte simultanément cer-
tains détails importants de la nature discrète des dislocations (par exemple l’influence de la structure
de coeur) et en même temps pouvoir considérer des éléments de volume suffisamment grands pour
satisfaire les conditions d’existence d’un volume élémentaire représentatif tel que défini en mécanique
des milieux continus. Bien que ce constat ait été effectué il y a plus de trente ans, l’étude formelle et
précise de la plasticité, à l’échelle mésoscopique et dans le cadre d’un problématique multiéchelles, n’a
réellement débuté que depuis une dizaine d’années. Ce retard peut s’expliquer de différentes manières.
On cite souvent l’accroissement de la puissance de calcul comme étant à l’origine du développement
des méthodes numériques. Nous y reviendrons, mais il ne faut pas non plus négliger l’évolution des
techniques expérimentales et de la modélisation.

Au niveau microstructural ou microscopique, l’observation des dislocations et l’étude de leurs pro-
priétés, s’est souvent limitée à la microscopie électronique en transmission (MET). La recherche s’est
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1. Introduction

progressivement focalisée sur l’étude du comportement des dislocations isolées, post mortem ou in situ,
au détriment de leurs propriétés collectives. Parallèlement, les méthodes d’investigation de la méca-
nique du solide, de même que ses formalismes continus, ne permettaient pas d’aborder les aspects
discrets de la déformation plastique. Cela a favorisé le développement de modèles mathématiquement
cohérents, mais faisant souvent abstraction des connaissances les plus élémentaires issues de la théorie
des dislocations.

Il est utile de rappeler que si la dynamique des fluides peut être traitée rigoureusement en résolvant
un système d’équations différentielles, l’écoulement plastique ne peut pas se décrire par un formalisme
équivalent. La plasticité des matériaux cristallins est un phénomène fortement dissipatif, souvent
éloigné de l’équilibre thermodynamique et faisant intervenir conjointement des propriétés locales et
des propriétés à longue distance. C’est donc un phénomène complexe, difficile à formaliser sur le plan
théorique. De ce point de vue, les années 1970-1980 furent une période riche en propositions, mais
sans réel aboutissement.

Depuis une quinzaine d’années, une nouvelle dynamique de recherche s’est établie. Les études expé-
rimentales en métallurgie physique font appel à de nouveaux outils d’investigation comme la micro-
scopie à effet de champ, la nano-indentation, la topographie X utilisant le rayonnement synchrotron,
etc. Ces outils permettent de diversifier les échelles d’observation, de la plus petite à la plus grande.
Par ailleurs, pour étudier finement les hétérogénéités de la déformation plastique, les mécaniciens font
appel à des techniques de mesures de plus en plus fines, extensomètrie Laser, micro-grilles avec analyse
d’images, microscopie à balayage couplée à l’analyse des électrons rétrodiffusés (MEB-EBSD), etc.
Bien sûr, lorsqu’on arrive aux dimensions micrométriques et submicrométriques, la nature discrète de
la déformation plastique ne peut plus être ignorée.

D’un point de vue théorique, beaucoup de choses ont également évolué et de nouveaux formalismes
sont apparus. Il s’agit principalement de modèles mathématiques s’appuyant sur des concepts issus
de la mécanique statistique et de l’analyse non linéaire [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12]. De plus, une
tendance forte de ces dernières années consiste à prendre en compte les spécificités microstructurales
de chaque matériau. Cette évolution suppose que l’on reformule les lois constitutives de la plasticité
pour y inclure l’influence d’une ou plusieurs longueurs caractéristiques et de paramètres physiques ou
géométriques spécifiques, en plus des constantes élastiques [13, 14, 15, 16].

Plus récemment encore, le regain d’intérêt manifesté dans de nombreux laboratoires pour des pro-
blématiques faisant intervenir l’étude de la déformation plastique s’est vu concrétiser par l’émergence
de nouveaux programmes de recherches internationaux ambitieux. Ces programmes ont pour objectif
principal de prédire les propriétés mécaniques de tel ou tel matériau à partir d’une description remon-
tant les échelles de temps et de longueur à partir du niveau atomique, voire électronique1. Une grande
diversité de techniques expérimentales ou numériques intervient dans ces programmes, mais on peut
remarquer qu’ils ont tous en commun l’utilisation de simulations de la Dynamique des Dislocations
(DD).

Ainsi, ces simulations sont devenues en quelques années un point de passage obligé pour de nom-
breux programmes de recherche, car elles permettent d’intégrer de manière réaliste et à l’échelle
mésoscopique toute la diversité des propriétés des dislocations rencontrée dans les matériaux. Après
avoir identifié les propriétés élémentaires de dislocations par l’expérience ou par des simulations ato-
miques, ces simulations permettent de tester rapidement certaines hypothèses. Elles permettent aussi
de proposer de nouveaux modèles d’après des observations faites ’in silico’ (à l’ordinateur) et dont
l’équivalent expérimental serait très difficile, ou impossible, à réaliser.

1Par exemple, on peut citer les cas du molybdène dans le cadre du programme américain ’ASCI’, du zirconium et des
zircaloys dans le cadre du programme européen ’SIRENA’, des aciers austénitiques et ferritiques dans le cadre du
projet européen ’PERFECT’, etc . . .
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1. Introduction

1.2. Modéliser la déformation plastique

L’absence d’une théorie globale de la plasticité s’explique en grande partie par l’étendue des échelles
de temps et de longueur mises en jeu : échelle atomique pour les propriétés gouvernées par la struc-
ture de coeur, échelle mésoscopique pour les interactions élastiques et les réactions intervenant au
sein d’une microstructure, échelle macroscopique pour les contraintes liées à l’état de chargement et
qui dépendent des conditions aux limites sur l’élément de volume considéré. Dans cette hiérarchie,
nous venons de voir que les simulations mésoscopiques de la DD constituent une étape intermédiaire
indispensable dans une approche “multi-échelles” de la plasticité reliant les aspects atomiques aux
aspects continus.

Ces dernières années, plusieurs facteurs ont favorisé leur développement :
– D’une part, la progression spectaculaire des simulations atomiques (dynamique et statique molé-

culaire), et plus récemment des méthodes ab initio appliquées à l’étude des propriétés élémentaires
de dislocations. Les résultats de ces simulations représentent potentiellement les données d’entrée
pour des simulations de DD. L’explosion de la puissance de calcul disponible dans les laboratoires
est naturellement à l’origine de cette évolution.

– D’autre part, une évolution toute aussi spectaculaire des modèles issus de la mécanique des
milieux continus en vue d’utiliser le formalisme des dislocations soit pour les matériaux de struc-
ture, soit pour l’étude des effets de taille et des lois d’échelle en plasticité. L’intérêt récent porté
aux matériaux nanostructurés et aux effets de confinement de la déformation plastique sur les
propriétés mécaniques est en partie à l’origine de ces développements.

– Enfin, l’échelle spatiale de la DD coïncide avec celle des observations en MET. L’expansion des
méthodes d’imagerie (rayonnement synchrotron, imagerie d’orientation . . .) permet également
d’obtenir des informations quantitatives à des dimensions caractéristiques qui peuvent être com-
parées directement aux résultats de la DD.

Les connaissances acquises à l’échelle atomique sont essentielles car la structure de coeur des dislo-
cations varie fortement d’un matériau ou d’une classe de matériaux à l’autre, et c’est elle qui détermine
en grande partie la mobilité d’une dislocation isolée. Ces connaissances peuvent être facilement in-
corporées dans des simulations de DD. En effet, il est toujours possible d’augmenter la résolution de
ces simulations jusqu’à une échelle de longueur identique à celle des simulations atomiques. On peut
alors paramétrer plus facilement les règles de simulation décrivant les propriétés des coeurs. Cette
démarche permet, en principe, de reproduire une à une toutes les propriétés élémentaires des dislo-
cations dans un matériau donné. Lorsque cette étape est achevée, les simulations du comportement
collectif d’une grande densité de dislocations aux échelles supérieures ont un réel caractère prédictif,
car aucune propriété supplémentaire ne doit être ajoutée ou ajustée lors d’un changement d’échelle
(les propriétés élastiques ne sont pas ici considérées comme des propriétés ajustables).

Inversement, l’utilisation des simulations de DD à des échelles fines et en ne considérant que des
propriétés issues de l’élasticité linéaire permet de quantifier l’influence réelle des propriétés de cœur.
Différents exemples d’études s’inscrivant dans le cadre de cette approche sont rapportées dans ce
mémoire. Il s’agit par exemple d’une comparaison directe entre un calcul de dynamique moléculaire
et un calcul de DD sur la stabilité d’une jonction de Lomer. Ce travail a permis de montrer que
la force motrice pour former une jonction et la stabilité de cette dernière, sont presque entièrement
contrôlées par l’énergie élastique (cf. § 3.1).

De plus en plus d’études sont entreprises pour mesurer précisément la friction exercée par le réseau
cristallin sur les dislocations. Cependant, il faut noter que notre compréhension théorique de ce
phénomène dans certains matériaux, par exemple de structure cubique centrée (CC) ou hexagonale
compacte (HC) est encore imparfaite (cf. § 4.1). Dans d’autres matériaux, les dislocations peuvent
manifester parfois des propriétés de coeur exceptionnelles, conduisant à des effets d’alliage ou à la
formation de configurations sessiles complexes (cf. § 3.2). Dans de tels cas, l’utilisation de la DD

6



1. Introduction

permet d’évaluer la sensibilité de la réponse macroscopique aux paramètres physiques mal connus.
Deux exemples d’études de ce type sont présentés dans la suite de ce texte.

Lorsque tous les éléments constitutifs d’un calcul de DD sont maîtrisés, c’est-à-dire que toutes les
propriétés élémentaires des dislocations dans le matériau simulé ont été incorporées, les résultats de
DD ont un réel caractère prédictif et quantitatif. La réponse simulée pour un type de chargement
donné est unique et le modèle contient toutes les données nécessaires pour reproduire, par exemple,
les effets de taille observés expérimentalement. Malheureusement, les dimensions volumiques simulées,
de même que les taux de déformation qu’il est possible d’obtenir, sont relativement limités. La DD
ne peut donc modéliser que les tous premiers stades de l’écoulement plastique.

Ces simulations sur un petit domaine de déformation permettent cependant une “mesure” fine
des paramètres contenus dans les lois de comportement macroscopiques. Des simulations de DD
permettent aussi de mesurer l’influence du mode de chargement sur la microstructure. C’est pourquoi,
l’intérêt d’un rapprochement entre simulations de DD et modélisation macroscopique est double.
D’une part, cela permet d’extrapoler les prédictions de la DD et ainsi de vérifier leur pertinence à
de plus grandes déformations. D’autre part, cela permet d’éliminer les aspects phénoménologiques
et d’élargir le domaine de validité des simulations ou calculs réalisés aux échelles supérieures. Au
Chapitre 5 de ce mémoire, un exemple d’étude s’inscrivant dans cette démarche sera présenté pour
les métaux de structure cubique face centrée (CFC).

Enfin, lorsqu’on sait précisément calculer le chargement induit sur les dislocations par des éléments
microstructuraux tels qu’une surface libre, une interface, une interphase, un joint de grain ou une
fissure, un autre domaine d’application s’ouvre à la DD. Il s’agit de la modélisation de la déformation
plastique dans des volumes de petite dimension où l’hypothèse d’une densité continue de dislocations
n’est plus satisfaite. Autrement dit, aux plus petites échelles, la déformation plastique est fortement
hétérogène et sa nature discrète ne peut plus être négligée. Il ne fait aucun doute que ce domaine
de recherche va rapidement se développer avec l’accent mis actuellement sur les nanomatériaux et
l’intégration technologique de composants de structure de dimensions de plus en plus fines (couches
minces, inter-connections, MEMS, etc). Le cas de la relaxation plastique des couches minces épitaxiées
présenté en § 6.2 entre dans cette dernière catégorie.

Le présent mémoire scientifique est une synthèse non-exhaustive de mes travaux de recherche effec-
tués au Laboratoire d’Etude des Microstructures (LEM, UMR 0104) entre les années 1994 et 2005.
Ce travail s’inscrit dans le cadre d’une thématique originale initiée lors de mon affectation au LEM
le 1er octobre 1994. Réalisés principalement en collaboration avec L. Kubin, ces travaux portent sur
l’étude des défauts et de la déformation plastique des matériaux cristallins. L’objectif ultime de ces
recherches est, en résumé, de parvenir à une description intégrée, ou multi-échelles, de la déformation
plastique.

La suite de ce document est divisée en six parties. A l’exception du Chapitre 2 discutant les aspects
méthodologique de la DD, qui est l’équivalent du chapitre “méthodes et techniques pour les études
expérimentales”, chaque chapitre commence par un rappel scientifique introduisant des travaux de
recherche originaux. Ces derniers sont dans chaque chapitre soit résumés succinctement, soit présen-
tées sous la forme de reproductions d’articles publiés. Donc, le lecteur trouvera dans ce texte quatre
informations distinctes - une description de la méthode de la DD, - des rappels utiles sur la plasticité
et les propriétés des dislocations, - des exemples de ce qui peut être entrepris avec la DD et enfin - une
prospective finale définissant mon projet de recherche pour les années à venir et plus généralement des
directions de recherche prometteuses pour la DD . De façon systématique le plan suivant est respecté :

– Le Chapitre 2 présente et discute la méthode de simulation de la dynamique des dislocations.
– Le Chapitre 3 rapporte les règles locales de la DD et des exemples portant sur les propriétés

élémentaires des dislocations.
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1. Introduction

– Le Chapitre 4 est consacré à des études sur des matériaux où la déformation plastique est forte-
ment influencée par la friction de réseau.

– Le Chapitre 5 traite de matériaux où la déformation plastique est gouvernée par les interactions
entre dislocations.

– Le Chapitre 6 aborde le cas des matériaux à structure complexe, incluant d’autres défauts cris-
tallins que les dislocations (surfaces, interfaces, joints de grains, etc).

– Enfin, le Chapitre 7 conclut ce mémoire par mon projet de recherche pour les années à venir.
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CHAPITRE 2

Simulation de la Dynamique des Dislocations

2.1. Introduction

Il n’existe pas de solution unique pour construire un programme de simulation de Dynamique des
Dislocations (DD)1. Les simulations tridimensionnelles sont récentes et il faudra sans doute encore
attendre quelques années pour qu’un consensus se fasse entre les différents groupes de recherche
concernés. Il est possible, cependant, d’identifier les principales forces et faiblesses des solutions exis-
tantes. Ce chapitre présente les principaux éléments constituant une simulation de DD. Des aspects
techniques importants et qui ont fortement progressé ces dernières années sont discutés en détail ou
reportés en annexe. Mon intention n’est pas de faire une présentation complète de tous les aspects mé-
thodologiques d’un programme de DD, mais plutôt de faire apparaître les points les plus importants
sur lesquels j’ai travaillé au cours de ces dernières années.

Dans un souci de concision, les approches bidimensionnelles de la DD ne sont pas présentées. Une
partie de mon activité a également porté sur ces simulations qui peuvent permettre de répondre à des
questions précises ou de défricher une problématique avant de réaliser des calculs 3-d plus complexes,
mais aussi beaucoup plus réalistes.

De nombreux éléments des simulations 3-d sont des extensions de solutions numériques obtenues,
souvent vers la fin des années 1960, pour les premières simulations en 2-d. Ainsi, les simulations
d’aujourd’hui doivent beaucoup aux travaux de Brown [17], Foreman [18], Bacon [19, 20] et autres.
De même, il est intéressant de noter que les chercheurs qui ont participé au développement des
premières simulations en 3-d ont des cultures scientifiques différentes. Cette hétérogénéité peut sans
doute expliquer la diversité des approches que l’on trouve dans la littérature.

Ce chapitre présente les aspects méthodologiques fondés sur la théorie élastique des dislocations.
Cette composante forme l’ossature commune à toutes les simulations de DD et elle intervient quel
que soit le matériau étudié. Les "règles locales", qui permettent la modélisation des propriétés non-
élastiques des dislocations, et qui in fine introduisent la spécificité de chaque matériau, sont présentées
dans les chapitres qui suivent.

1Dans la suite de ce chapitre, et par souci de simplification de l’écriture, l’acronyme DD désignera indifféramment la
dynamique des dislocations ou une “simulation de la dynamique des dislocation”.
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2. Simulation de la Dynamique des Dislocations

2.2. Discrétisation des lignes de dislocations

Les principales différences entre codes de DD résident dans la procédure choisie pour discrétiser
les lignes de dislocations. Idéalement, pour qu’un modèle de lignes soit performant, il doit satisfaire
à deux conditions contradictoires. D’une part, on souhaite un modèle contenant le plus petit nombre
possible de degrés de liberté, afin d’optimiser les calculs et de simplifier l’analyse des résultats. D’autre
part, il faut une solution capable de reproduire les propriétés élémentaires des dislocations sans utiliser
de trop fortes approximations. Par définition, il n’existe donc pas de modèle parfait et il est juste
de dire que les solutions publiées peuvent correspondre à des choix optimisés pour tel ou tel type de
problème.

Tous les modèles existants partent de l’idée d’un découpage (d’une discrétisation) des dislocations
en sous-entités pour former des chaînes de segments modélisant idéalement la forme des lignes de
dislocations. Les segments utilisés pour ce découpage sont généralement des portions de droites. Ce
choix est dicté par des contraintes de performance numérique. En effet, dans le cadre de l’élasticité
isotrope, on peut définir sous une forme analytique simple le champ de self-contrainte d’un segment de
dislocation rectiligne [21, 22]. Cependant, avec la progression constante des moyens de calcul et la mise
en oeuvre d’études nouvelles faisant intervenir des phénomènes où l’influence de l’élasticité anisotrope
ne peut être négligée, d’autres solutions vont progressivement devenir attractives [23, 24, 25].

a)

b)

c)

Fig. 2.1.: Illustration sur une source de Frank-Read du nombre de points d’intégrations, PI (marqués par
un cercle), nécessaires pour résoudre efficacement une DD, indépendamment du modèle de ligne
choisi. Le segment source initial est horizontal et de caractère vis. a) Pour une source isolée, c’est
la self-contrainte qui fixe le nombre et la répartition des PIs. Il faut davantage de PIs par unité
de longueur dans les sections coins à faible rayon de courbure, car le gradient de self-contrainte
est plus fort. Dans ce cas simple, on voit qu’un critère de courbure de ligne suffit à distribuer les
PIs. b) et c) Si la source se rapproche d’un obstacle (marqué d’une croix) associé à un champ
élastique, comme un arbre de la forêt ou un précipité incohérent, il faut localement davantage de
PIs pour déterminer correctement les forces s’exerçant sur la dislocation. Un critère en tension de
ligne (critère en courbure) n’est donc plus suffisant.

L’objet élémentaire d’une DD est donc un segment de dislocation rectiligne. C’est le nombre de
ces segments par unité de longueur qui définit le nombre de degrés de liberté attribués aux lignes
de dislocations. À chaque segment est associé un ou plusieurs points d’intégration (PI) des forces
sur les dislocations. En définitive, c’est dans le nombre et le positionnement des PIs que résident les
différences majeures entre les divers modèles de DD. Parmi les solutions existantes, Il faut distinguer
deux grands groupes :
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– D’une part, il existe des modèles qui, par construction, n’imposent aucune contrainte sur le
positionnement des PIs [23, 26, 27, 28, 29]. Cette approche permet une description simplifiée de
la courbure des dislocations et donne une convergence rapide des résultats pour une boucle de
dislocation isolée lorsque le nombre de segments augmente [30, 31]. L’argument le plus souvent
avancé en faveur de cette approche est qu’elle donne une description précise des dislocations avec
moins de segments et serait donc plus performante sur le plan numérique. Cet argument est en
réalité inexact car le coût numérique d’une simulation n’est pas contrôlé par le nombre minimum
de segments nécessaires à la description des lignes, mais par le nombre de PIs utilisés pour
calculer les forces. Or, pour les problèmes faisant intervenir un grand nombre de dislocations,
cette dernière quantité ne dépend pas de la courbure des lignes mais plutôt des fluctuations
du champ de contrainte dans les plans de glissement. Cette remarque importante est illustrée
sur la Fig. 2.1. En bref, il faut mettre plus de PIs là où le gradient de contrainte est fort, afin
d’intégrer correctement la dynamique. Déterminer le nombre et la distribution des PIs par un
calcul du rayon de courbure des dislocations n’est possible que dans le cas d’une dislocation isolée
(beaucoup de codes de simulations continuent néanmoins d’utiliser cette solution).

– D’autre part, il existe une autre approche où les PIs ne peuvent occuper que des positions dis-
crètes dans l’espace [30, 32, 33, 34, 35, 36, 37]. Ici, l’idée maîtresse est qu’il est numériquement
contre-performant de calculer les forces aux PIs de façon continue dans l’espace. Mieux vaut
définir une distance minimum entre PIs et ainsi travailler dans un espace Euclidien borné2. Cette
distance est définie à l’aide d’un maillage sous-tendant la simulation, qui délimite les positions
discrètes où peuvent résider les PIs. Cette approche équivaut à résoudre une dynamique de seg-
ments de longueurs et de caractère discrets, reliant des PIs sur un ‘réseau’ de simulation. Pour
prendre en compte simplement la géométrie du glissement dans le matériau étudié on choisit
un réseau de simulation homothétique de son réseau cristallin. Le paramètre de maille de la
simulation peut être quelconque. Cependant, il peut être utilisé comme un garde-fou évitant
le calcul des interactions entre segments à des distances telles que l’élasticité linéaire ne s’ap-
plique plus ou que l’amplitude des forces d’interaction nécessite des pas de temps extrêmement
courts pour l’intégration de la dynamique. On évite ainsi l’utilisation de pas de temps trop petits.

En résumé, la première approche dite de discrétisation continue permet à priori une meilleure
description des champs élastiques près des lignes de dislocations, puisque le caractère de ligne (la
courbure) peut être décrit de manière quasi-continue. La seconde approche, dite de discrétisation sur
réseau optimise l’intégration numérique en réduisant l’espace des solutions accessibles au mouvement
des dislocations.

Enfin, il faut souligner que, quelle que soit la solution de discrétisation choisie, il faut pour certains
matériaux différencier des directions cristallographiques privilégiées. Celles-ci se confondent généra-
lement avec les directions de ligne où s’exerçe une forte friction de réseau, par exemple la direction
vis dans les métaux de structure CC [35, 38]). De longs segments de dislocations sont alors ‘rigidifiés’
par une faible mobilité dans la direction normale à la ligne. Cette propriété qui se retrouve dans de
nombreux matériaux réduit sensiblement les différences entre les diverses méthodes de discrétisation
des lignes.

Les différentes générations de DD développées au LEM s’inscrivent toutes dans la famille des
simulations utilisant une discrétisation sur réseau. Tout en restant dans la continuité du premier
code de simulation ‘coin-vis’ (deux directions de segments par système de glissement), les versions
récentes permettent une description plus précise de la courbure des dislocations (quatre directions de

2La manipulation de nombres entiers par les ordinateurs est rapide et permet une optimisation des calculs en tabulant
à l’avance un nombre fini d’opérations à effectuer
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segments par système de glissement). On améliore ainsi le réalisme des simulations tout en réduisant
les coûts de calcul. Le tout dernier code 3-d, qui met en jeu de nombreuses collaborations, permet de
traiter non seulement les structures cristallines cubiques (CFC, CC, CD), mais aussi les structures
hexagonale et orthorhombique. Ce code de simulation intitulé ’mM ’ est depuis le début de l’année
2004 un logiciel libre distribué sans restriction dans le cadre d’une licence GPL (GNU Public Licence).
Les paragraphes suivants discutent certaines spécificités de ce modèle.

Fig. 2.2.: Discrétisations optimales en fonction des systèmes de glissement étudiés, dans le cas des discréti-
sations sur réseau. L’illustration est réalisée dans le cas d’une source de Frank-Read fonctionnant
en l’absence de force de friction de réseau. a) La maille hexagonale du zirconium et ses principaux
systèmes de glissement actifs à la température ambiante (~b est le vecteur de Burgers). b) Si l’on doit
étudier seulement le glissement prismatique, une discrétisation ne considérant que des directions
de segments parallèles aux caractères vis et coin est suffisante. Ce modèle de ligne, dit ‘coin-vis’,
permet de prendre en compte précisément l’influence de la friction de réseau (dans la direction vis)
et des réactions entre plans de glissement (directions coins). Si l’on veut tenir compte de systèmes
de glissement supplémentaires, comme le pyramidal-1 et le pyramidal-2, il est préférable d’inclure
un certain nombre de directions de segments pertinentes comme les directions à l’intersection des
plans de glissements. Dans le cas de zirconium, on prend en compte c) quatre directions par sys-
tème de glissement pour simuler du glissement prismatique associé à du pyramidal-1 et en d) huit
directions dans le cas le plus général.

2.3. Forces sur les segments de dislocation

La résolution du mouvement des dislocations s’effectue à partir des équations classiques de la méca-
nique Newtonienne. La prédiction du déplacement des segments construisant les lignes de dislocation
repose sur le calcul des forces effectives auquel chaque segment est soumis. Le formalisme utilisé pour
calculer ces quantités s’appuie sur la théorie élastique des dislocations. On néglige donc dans le calcul
des forces les contributions provenant du coeur des dislocations. Cette simplification usuelle s’applique
même à des éléments de volume de dimensions nanométriques, car l’énergie élastique est toujours très
supérieure à l’énergie de coeur [21, 39].

La relation de Peach et Koehler, FPK = (σ · b) ∧ ξ, définit la forme générale de la force par unité
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de longueur exercée par le tenseur de contraintes σ sur une dislocation de vecteur de Burgers b et
de direction unitaire ξ. Pour déterminer la force vue par les dislocations, la force de Peach-Koehler
est projetée dans les directions de glissement et de glissement dévié pour les portions de ligne vis et
dans les directions de glissement et de montée pour les parties non vis. A ce jour, cependant, aucune
simulation ne fait usage de la composante de montée. Excepté aux très hautes températures, la vitesse
de montée d’une dislocation est très faible comparée à sa vitesse de glissement et il est difficile de
prendre en compte simultanément ces deux mécanismes de déplacement.

C’est dans le calcul de la contrainte locale σ aux PIs que réside le plus grande difficulté numé-
rique de la DD. Ce calcul doit impérativement être précis et performant. La résolution de l’équilibre
mécanique d’un solide disloqué est un problème difficile pour lequel il n’existe pas toujours de solu-
tions analytiques [40]. C’est pourquoi la solution choisie pour chaque étude dépend des conditions
aux limites et de chargement simulées. Comme discuté ci-dessous, il existe, en pratique, une sorte de
hiérarchie dans la complexité du calcul des forces.

2.3.1. Approximations de la tension de ligne

Le champ de self-contrainte d’une dislocation étant singulier, il est difficile de calculer la contribution
à la force de Peach-Koehler des sections de ligne là où le champ de contrainte diverge. De plus, toutes
les procédures de discrétisation utilisant des segments rectiligne sous-estiment l’énergie de ligne W
en éliminant localement la courbure des dislocations. Ce point est critique lorsqu’un modèle utilise,
pour optimiser les calculs, de longs segments et de fortes désorientations angulaires entre segments
[21]. C’est pourquoi, la contribution à la force de Peach-Koehler des segments voisins d’un PI est en
pratique remplacée par un calcul de tension de ligne locale [41].

Si, comme dans les simulations de Foreman-Makin [42], on limite le calcul des forces à cette seule
contribution, la solution obtenue est alors celle d’un ensemble de lignes élastiques interconnectées
mais n’interagissant pas entre elles. Le domaine de pertinence de ces calculs est difficile à anticiper,
mais il existe des problèmes où cette approche simplifiée donne de bons résultats [41, 43].

En élasticité isotrope, on utilise souvent une méthode proposé par Brown [17, 18, 27]. Cette méthode
consiste à calculer la tension de ligne T associée à un arc de cercle passant par trois points (pas
nécessairement des PIs) contigus sur une ligne de dislocation. La tension de ligne est alors calculée
simplement au premier ordre non nul [21].

T =
dW

dl
= W +

∂2W

∂α2
(2.1)

Dans l’Eq. 2.1, le terme de droite fait apparaître la dépendance angulaire de la tension de ligne qui,
en élasticité isotrope, ne dépend que du caractère des dislocations, c’est-à-dire de l’angle α entre ξ et
b. Pour un arc de cercle Foreman [18] a proposé une formule simple :

T =
µb

4π(1− ν)
1
R

[(1 + ν)− 3νsin2α)ln(
2Λ
r0

)− νcos(2α)] (2.2)

où R est le rayon de courbure et 2Λ = Rθ la longueur de l’arc de cercle sous-tendu par l’angle θ. Cette
expression donne une bonne estimation des forces sur une dislocation isolée [44] ou encore sur une
configuration de quelques dislocations (cf. § 3.1). C’est pourquoi des simulations utilisent uniquement
cette approximation pour calculer localement certaines propriétés élémentaires des dislocations. Par
exemple, l’équilibre aux noeuds triples d’une jonction peut être déterminé en ne considérant que les
tensions de lignes [45, 46]. Dans ce cas, mais aussi pour d’autres points particuliers comme l’extrémité
d’une dislocation touchant une interface ou un point d’épinglage à l’intersection de deux plans de
glissement, le calcul de l’arc de cercle décrivant la courbure des dislocations doit être traité de manière
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spécifique (cf. [47, 48, 49]). Il y a plusieurs manières de résoudre ce problème, ce qui peut engendrer
des différences entre résultats de différentes simulations.

L’extension du concept de tension de ligne locale au cas de l’élasticité anisotrope ne peut pas
se faire de manière analytique, sauf cas particulier [50]. Le calcul des champs de contrainte et de
déplacement d’une dislocation dans un milieu anisotrope passe en effet par la résolution numérique
d’une équation du sixième degré [21, 51]. En pratique, on peut calculer numériquement les différents
termes intervenant dans l’Eq. 2.1, par exemple avec le code DisDi de J. Douin [52]. Les résultats de ces
calculs peuvent alors être tabulés pour différentes valeurs de α. En cours de simulation, la tension de
ligne sera ensuite interpolée à l’aide d’un calcul d’arc de cercle similaire à celui utilisé pour des calculs
isotropes [53]. Un exemple de simulation utilisant une telle procédure est donné au chapitre 6.2.

2.3.2. Self-contraintes dans un milieu élastique infini

La grande majorité des calculs de DD font l’hypothèse simplificatrice que le solide simulé est
assimilable à un milieu élastique infini. Cette hypothèse permet, dans le cadre de l’élasticité isotrope,
l’utilisation de formules mathématiques simples pour le calcul du champ de contrainte induit par
chaque segment d’une boucle de dislocation ou d’une dislocation rectiligne infinie [21]. Conformément
au principe de superposition des champs de l’élasticité linéaire, la tension de ligne calculée ci-dessus
(§2.3.1) est alors complétée par une force de Peach-Koehler calculée aux PIs et prenant en compte
le champ de contrainte associé à l’ensemble des segments de dislocations présents dans l’élément de
volume simulé3.

On trouvera en Annexe B1, un exemple d’expression du champ de self-contrainte pour des seg-
ments de dislocation droits. Cette formulation, que j’ai proposée avec M. Condat [30], est souvent
utilisée car elle est facile à programmer, elle exprime le champ de contrainte de segments de dislo-
cations dans un repère orthonormé unique et elle répond à de nombreuses exigences de performance
numérique. Toujours dans l’hypothèse d’un milieu infini, des solutions numériques ont été développées
pour déterminer le champ de contrainte de dislocations discrètes dans un milieu élastique anisotrope
[24]. La comparaison entre les solutions isotrope et anisotrope montre que des différences significa-
tives n’apparaissent qu’à de très faibles distances du coeur des dislocations (quelques nanomètres).
Lorsqu’on s’éloigne du cœur, les différences s’estompent rapidement et dans une microstructure, elles
sont négligeables par rapport à la distance moyenne entre dislocations (1/

√
ρ). C’est pourquoi, il est

généralement admis que l’élasticité isotrope suffit pour calculer la contribution à longue portée des
interactions entre dislocations dans un cristal déformé.

Pour satisfaire à l’hypothèse d’un milieu élastique infini, les conditions à appliquer aux limites des
simulations constituent un point essentiel, difficile à résoudre [10, 54]. En effet, pour que le volume
élémentaire considéré soit représentatif de la plasticité d’un élément de volume d’un monocristal ou
d’un grain de grande dimension, il faut veiller à ce qu’aux limites

– le champ de contrainte et la tension de ligne des dislocations préservent leur continuité,
– les flux de dislocations soit correctement reproduits,
– et le libre parcours moyen des dislocations ne soit pas altéré.
Si en 2-d des conditions aux limites périodiques (CLPs) ont été utilisées très tôt [55, 56], en toute

connaissance des artefacts possibles [57, 58], l’utilisation de ces mêmes CLPs en 3-d a été longtemps
considérée comme problématique. La principale objection était qu’il est difficile de gérer la connectivité
des lignes de dislocation aux limites d’une cellule de simulation périodique en 3-d dès que l’on a plus
de trois systèmes de glissement actifs. Depuis le travail de Bulatov et al. [59], il a été montré qu’en
réalité cette question de la connectivité des lignes est un faux problème. Aujourd’hui des CLPs sont
utilisées dans la quasi-totalité des calculs dits “massifs”.

3Lors de ce calcul, il faut éliminer la contribution des segments contigus sur la ligne puisque leur contribution est déjà
incluse dans la tension de ligne locale
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Cependant, comme montré dans notre article [60] reproduit en Annexe B2, l’utilisation de CLPs
suppose qu’une attention particulière soit portée au calcul des contraintes à longue distance, au choix
de la configuration initiale et à la forme de la boîte de simulation. En effet, sans précautions particu-
lières, les CLPs limitent sensiblement le libre parcours moyen des dislocations car elles introduisent
des auto-annihilations entre différentes portions d’une même ligne de dislocation (cf. figure 1 en an-
nexe B2). Si l’on n’y prend garde, cet artefact altère l’évolution des densités de dislocations et, par
conséquence, le durcissement d’écrouissage. Des solutions ont été proposées pour contrôler cet effet
indésirable4. En pratique, les simulations doivent être arrêtées avant une déformation critique où l’on
sait que les premiers artefacts apparaissent. La méthode la plus générale pour augmenter au maximum
cette déformation critique consiste à déformer les cellules primaire de simulation ou encore à tourner
les systèmes de glissement vis à vis du repère orthonormé utilisé dans les CLPs (cf. annexe B2).

La figure 2.3 illustre un aspect pratique des CLPs. L’espace simulé étant continûment périodique,
il est possible de définir dans le solide des formes de cellules de simulation alternatives à la cellule
primaire et qui sont topologiquement équivalentes. Chacune d’elle est de même volume que la cellule
primaire et permet la reconstruction du milieu périodique. Ainsi, si l’on veut visualiser la trajectoire
d’une dislocation sur de grande distance, il est généralement possible d’échanger la cellule primaire
des simulations par une lame mince de grande dimension qui permet toujours un pavage exacte du
solide périodique simulé.

Fig. 2.3.: Extension d’une boucle de dislocation (ligne en gras) dans un volume simulé périodique conte-
nant des dislocations dans deux systèmes de glissement latents, formant avec la boucle mobile des
jonctions de même direction cristallographique. Cette configuration induit une forte hétérogénéité
de mobilité sur les segments de la boucle. a) image 3-d de la cellule de simulation primaire après
déformation. Divers fragments de la boucle y apparaissent, qui sont des répliques des fragments
obtenus par le jeu des CLPs dans les différentes cellules. b) Le plan de glissement périodique dans
lequel se développe la boucle de dislocation est obtenu en réalisant une section de l’ensemble du
volume simulé. Dans cette lame mince, les dislocations qui coupent le plan de lame apparaissent
comme des objets quasi-ponctuels.

4Les problèmes d’auto-annihilation et de formation de dipôles artificiellement stables ne peuvent pas être complètement
éliminés. Par contre il est possible de contrôler la déformation critique pour laquelle ces problèmes apparaisssent,
cf. Annexe B2
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2.3.3. Optimisation du calcul des forces

Le champ de contrainte des dislocations étant un champ à longue portée (1/r), il n’est pas justifié, en
l’absence d’écrantage, d’introduire une distance de coupure dans le calcul des interactions élastiques.
C’est pourquoi le coût de calcul des forces entre segments devient rapidement très important. Il croit
comme O(N2) si N est le nombre de segments, la valeur de l’exposant mesurant ce qu’on appelle
la complexité de la méthode. Au cours des années passées plusieurs solutions algorithmiques ont été
apportées à ce problème. Les méthodes les plus intéressantes, qui sont incorporées dans le code de
simulation “mM ”, sont maintenant brièvement discutées.

2.3.3.1. Méthode des multipôles

Une analogie simple entre interactions élastiques et forces gravitationnelle ou électrostatique, montre
que si les segments n’ont pas une forte dispersion de longueurs, il est possible en DD d’utiliser un
algorithme de calcul proposé par Greengard [61, 62] et plus connu sous le nom de “méthode des multi-
pôles”. Sous différentes formes, cet algorithme, s’applique à tous les problèmes à N corps et repose sur
une idée simple. Lorsqu’on s’éloigne d’un segment, son champ de self-contrainte varie de plus en plus
lentement dans l’espace. Ainsi, lorsqu’on veut connaître les forces d’interactions entre de nombreux
segments éloignés les uns des autres, il est possible d’optimiser de manière simple et contrôlée le
calcul en ne déterminant plus les contraintes sur chaque segment (chaque PI), mais seulement en un
nombre plus restreint de points de référence. Les points de référence, ou pôles, de l’algorithme sont
généralement situés au centre de sous-domaines régulièrement inscrits dans la cellule de simulation.
L’ensemble des champs de contraintes issus de segments situés dans un sous-domaine est sommé sur
les pôles et, comme il varie lentement dans le temps, il peut être actualisé avec un pas de temps plus
grand que le pas de temps élémentaire de la simulation.

Fig. 2.4.: Illustration de la décomposition en domaines de la cellule de simulation défini pour la méthode
multipôle. Les domaines dans la frontière en pointillé correspondent aux regions d’interactions
à courtes distances vis à vis des segments contenu dans le domaine grisé. A l’intérieur de ces
domaines tous les calculs sont réalisés de manière explicite. Les autres domaines sont considérés
comme éloignés de la région grisé et les interactions élastiques entre segments sont remplacées par
un calcul approché dont la nature dépend de la complexité du schéma multipôlaire mis en oeuvre
(Fig. d’après R. Madec).

Cette méthode nécessite d’indexer efficacement l’appartenance des segments à telle ou telle région
de l’espace. Une telle indexation est importante pour d’autres utilisations, car elle définit les notions de
voisinage et de topologie. Sont considérés comme éloignés, deux segments dont les domaines respectifs
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ne sont pas contigus. Cette décomposition en domaines permet de différencier les iinteractions à courte
distance, qui ne peuvent être simplifiés, et à longue distance. L’analyse du gain numérique résultant
est complexe et dépend de nombreux paramètres. Cependant, dans l’hypothèse d’une distribution
homogène, on peut vérifier que la complexité du problème passe de O(N2) à O(N3/2). Pour le lecteur
intéressé, une démonstration rapide est donnée ci-dessous.

Soient, N ,Nd, CCD(N), CLD(N) et δt, respectivement le nombre de segments, le nombre de
sous-domaines, le coût d’un calcul à courte distance (CD), le coût d’un calcul à longue distance
(LD) et δ la périodicité des calculs à longue distance vis à vis du pas de temps élémentaire.
Chaque segment possède 27∗N

Nd
segments voisins à CD, donc CCD(N) = 27∗N2

Nd
.

Comme les calculs à LD sont réalisés uniquement au centre des domaines, tous les δ pas de calcul,
et que chaque domaine possède dans l’espace 26 domaines voisins, CLD(N) = Nb

δ (N − 27 N
Nd

).
En faisant l’approximation 27 N

Nd
<< N , le coût total de la méthode décrite ci-dessus devient

C(N) = CCD(N) + CLD(N) = 27∗N2

Nd
+ Nd∗N

δ .
Pour un petit pas de δ = 3, le minimum de cette fonction s’obtient pour Nd = 3

√
N et vaut

Cmin = 10N
√

N . La complexité du problème est donc passée de O(N2) à O(N3/2).

La solution présenté ci-dessus est la plus simple à mettre en oeuvre, mais aussi la plus performante
lorsque le nombre de segments considéré n’est pas trop grand. Pour 20000 segments, on obtient une
accélération des simulations d’un facteur compris entre 15 et 50, suivant la valeur de δ. Cette méthode
peut être étendue à des ordres supérieurs comme O(N lnN) et O(N) [63, 64].Pour cela il faut une
récriture des formules définissant le champ de contrainte d’un segment de dislocation sous la forme
d’une somme de produits de fonctions approximant la solution exacte. En d’autres termes, il faut
remplacer mathématiquement la somme des segments d’un sous-domaine par quelques dislocations
de Volterra dont le champ de contrainte reproduit le plus précisément possible la solution vraie. Le
défaut de cette procédure est que pour avoir une bonne précision dans tous les cas possibles, il faut
parfois considérer un grand nombre de pôles, ce qui fait croître fortement le terme constant intervenant
devant la complexité de la solution (par exemple, la solution O(N3/2) est affectée d’un facteur 10).
Wang et al. [64] ont montré qu’une accélération globale d’un facteur 100 peut être atteinte dans
certain cas. Le mérite essentiel de cette dernière solution est de donner à la DD la possibilité pratique
de réaliser des calculs avec plusieurs centaines de milliers de segments [65].

2.3.3.2. Parallélisation

Depuis les années 1970, les ordinateurs diminuent en taille, gagnent en puissance de calcul et voient
leur coût d’achat se réduire. Il n’est donc plus inhabituel de trouver au sein des laboratoires de
recherche des petites “fermes” de machines dont la puissance de calcul totale est importante. Pour
utiliser la pleine puissance de ces installations, il est nécessaire de récrire (paralléliser) les codes de
simulations. Comme pour la méthode d’optimisation discutée ci-dessus, il existe plusieurs schémas
de parallélisation possibles et la performance obtenue dépend du problème simulé et du type de
machines utilisées (machines à mémoire partagée, machines à mémoire distribuée, etc). Parmi les
solutions existantes, on distingue trois grands schémas liés la manière dont la charge de travail est
distribuée entre les machines :

– La solution la plus classique est celle dite de “décomposition de domaines” [65, 66]. Elle consiste
à partager l’espace en domaines, de taille variable en cours de calcul, et à donner à chaque
processeur la charge de calcul liée aux segments d’un ou plusieurs domaines. La force de cette
approche est quelle est déjà utilisée dans de nombreux autres problèmes de physique. Sa faiblesse
bien connue est que les performances dépendent sensiblement du nombre de processeurs mis en
jeu. Idéalement, pour un calcul 3-d, il faut un nombre de machines croissant comme une puissance
cubique entière.
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2. Simulation de la Dynamique des Dislocations

– La seconde solution s’attache à prendre en compte la topologie des lignes de dislocations et à
garder au niveau de chaque machines la notion de chaînage de segments. Ainsi on impose à chaque
processeur de résoudre la dynamique d’un paquet de lignes de dislocations, indépendamment
de leur position dans l’espace. Il semble que cette solution ne soit utilisée que dans un seul
code existant (PARANOID [46]). Sa force est certainement sa simplicité de mise en oeuvre. Sa
principale faiblesse est de ne pas pouvoir se conjuguer facilement avec les méthodes des multipôles.

– La dernière solution, qui est utilisée dans “mM ”, repose sur l’idée d’un équilibre optimum des
charges (load balancing) en relation avec l’algorithme de Greengard. La mise en œuvre suppose
une évaluation des coûts de calculs de chaque segment, en différenciant les interactions à longue
et courte distances. A partir de ce calcul et de la décomposition en domaines, il est possible
de distribuer sur chaque processeur, proportionnellement à sa rapidité, un nombre de segment
fonction de temps de calculs évalués. L’avantage de cette solution est qu’elle est indépendante
du nombre de processeurs utilisés et permet de prendre en compte facilement des hétérogénéités
dans la distribution spatiale des dislocations. Sa faiblesse est de se focaliser sur le coût de calcul
des forces d’interactions, sans prendre en compte de possibles déséquilibres de charge induits par
le traitement des réactions de contact.

Fig. 2.5.: Mesure du gain (inverse de l’accélération) obtenu en fonction du nombre de processeurs avec “mM ”
et pour une microstructure contenant 18000 segments. Au delà de dix processeurs, le gain obtenu
s’écarte rapidement de la valeur théorique. Avec un plus grand nombre de segments, il est possible
d’utiliser de manière efficace un plus grand nombre de processeurs.

La parallélisation des codes de DD, au même titre que les optimisations algorithmiques, constitue
une étape incontournable pour réaliser des simulations avec un grand nombre de dislocations. Il
est important de garder à l’esprit que la déformation plastique est un problème non conservatif où
la densité de dislocations (le nombre de segments) augmente très rapidement. C’est pourquoi, une
parallélisation des codes de simulation est nécessaire pour améliorer les performances (les solutions
optimales font appel à un nombre de processeurs croissant au cours de la déformation), et surtout
pour augmenter la déformation maximale obtenue pour un temps de calcul raisonnable. Sur la figure
2.5, le gain obtenu sur “mM ” pour une microstructure de 18000 segments est porté en fonction du
nombre de processeurs. Avec dix processeurs, l’accélération effective mesurée est d’un facteur huit.
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2. Simulation de la Dynamique des Dislocations

2.3.3.3. Sous-intégration dynamique

Durant un essai de déformation, la densité de dislocations mobiles est souvent faible devant la
densité totale. En effet, la grande majorité des segments ne se déplace que pendant une petite fraction
du temps simulé. Le reste du temps, ces segments sont bloqués pour différentes raisons :

– ils sont immobilisé par des obstacles cristallins (joint de grains, interfaces, précipités incohérents,
etc),

– ils se trouvent dans un minimum local d’énergie (jonctions, dipôles, obstacles élastiques, etc),
– ou bien, plus généralement, la tension de ligne équilibre les forces dans le sens du mouvement.
Quel que soit le problème étudié, il faut donc considérer pour les segments un temps de vol moyen,

qui fixe le pas d’intégration de la DD, ainsi que des temps d’attentes pendant lesquels il suffit de vérifier
si les lignes tendent à se déplacer. La notion de sous-intégration dynamique repose sur l’hypothèse
d’une tolérance de la DD vis-à-vis de l’instant où un segment est remobilisé. Cette idée est développée
ci-dessous en détaillant l’algorithme utilisé dans le code mM :

1. Soit ∆t le pas de temps élémentaire et x∆t un intervalle de temps de surveillance.

2. Soit Fim, un seuil de force au-dessous duquel un segment peut être considéré comme pratique-
ment immobile.

3. Si pendant ≈ 3 pas de ∆t consécutifs5 la force sur un segment est plus petite que Fim, ce
segment est considéré comme immobile.

4. Pendant un temps (x− 3)∆t, la force sur ce segment n’est plus réévaluée.

5. A la fin de ce temps, le segment immobilisé est positionné en fonction des petits déplacements
cumulés pendant les (x − 3) pas. Cet unique déplacement est donc fonction de la dernière
évaluation des forces effectuée avant d’immobiliser un segment. Si la force était alors nulle, le
déplacement à ce pas est nul. Ensuite, le segment est considéré comme de nouveau mobile et la
procédure est réitérée.

Cette procédure s’avère très utile quand de nombreux segments sont immobilisés par des obstacles
infranchissables. Elle n’affecte pas de manière notable l’intégration de la dynamique si elle est bien
paramétrée. Elle équivaut seulement à utiliser un pas de temps plus grand pour les segments qui ne
participent pas ou peu à la déformation plastique. Sa principale force est de déterminer, à la volée,
la population de segments dont la dynamique peut être intégrée avec un pas de temps plus grand.
Grâce à cette méthode, une accélération d’un facteur 5 a été mesurée lors de l’étude de la déformation
plastique de polycristaux, où de très nombreux segments s’empilent aux joints de grains.

En conclusion de cette partie, il faut souligner que la combinaison des trois optimisations présentées
plus haut, méthode des multipôles, parallélisation et sous-intégration dynamqiue, conduit à une ac-
célération moyenne des simulations d’un facteur 1000 environ. Ce progrès, obtenu au cours des toutes
dernières années, a été principalement mis au service de calculs de plus en plus précis, c’est-à-dire
avec davantage de PIs par unité de longueur.

2.3.4. Conditions aux limites complexes

Van der Giessen et Needleman [67] ont été les premiers à discuter l’importance d’un traitement
précis des conditions aux limites “mécaniques” en DD. Les forces sur les dislocations étant des forces
de configuration, c’est la résolution du problème mécanique aux limites de la structure étudiée qui
fixe ces forces. Celles-ci doivent être compatibles avec les conditions d’équilibre du solide en présence
ou en l’absence de travaux internes ou externes. Or, ce calcul devient complexe et ne peut plus être

5Le test d’immobilité dois être répété plusieurs fois pour ne pas prendre en compte des segments oscillant autour d’un
minimum local d’énergie.
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2. Simulation de la Dynamique des Dislocations

résolu analytiquement si le volume simulé, de dimensions finies, contient des surfaces, des interfaces
ou si le chargement imposé (en déplacement ou en forces) s’effectue sur une surface de morphologie
complexe. Différentes solutions existent à ce problème et sont brièvement décrites ci-dessous. Une de
mes publications discutant les mérites respectifs des deux principales méthodes de couplage entre DD
et élément finis (EF) est ensuite reproduite. Cette discussion est importante, car il s’agit d’un aspect
méthodologique de la DD encore en forte évolution et qui conditionne la faisabilité d’une partie des
études discutées dans mon projet de recherche développé au Chapitre 7.

2.3.4.1. Approximation de la tension de ligne

Quel que soit le milieu étudié, la DD utilise toujours un traitement local de la tension de ligne.
Comme discuté plus haut, cette approximation est nécessaire pour calculer la contribution des seg-
ments de dislocations de part et d’autre des PIs lors du calcul des forces. Or, lorsqu’une dislocation
s’approche d’une discontinuité cristalline (surface, fissure, interface, etc), une variation de la tension
de ligne doit être prise en compte car l’énergie élastique diffère de part et d’autre de ce défaut.

Par exemple, lorsqu’une dislocation émerge à une surface libre de toute sollicitation, on sait que les
forces s’exerçant sur les lignes proches de la surface modifient la structure de coeur des dislocations
[68] et imposent une réorientation qui minimise l’énergie élastique [21, 69]. Comme je l’ai montré
dans ma thèse [47], ces effets peuvent être reproduits de manière simple. Pour cela on suppose qu’une
surface libre induit sur l’extrémité libre des dislocations une tension de ligne de direction constante
différenciée pour chaque système de glissement6. Cette solution simple a été utilisée par exemple par
Schwarz et col. pour l’étude des propriétés des dislocations dans les couches minces de silicium et
donne des résultats bien meilleurs que toute description empirique [27, 70]. Il ne faut cependant pas
oublier que l’effet de la force image ne se limite pas aux dislocations qui touchent la surface et qu’il
faut également traiter la force image sur les dislocations proches d’une surface mais qui n’émergent
pas. Notons aussi que cette solution approchée est plus difficile à mettre en œuvre lorsqu’on étudie
des matériaux très anisotropes du point de vue élastique.

Dans le cas de dislocations traversant une interphase ou touchant une surface contrainte, des ap-
proximations sur la tension de ligne sont toujours possibles, mais elles deviennent très complexes (cf.
l’étude par de Koning et col. sur le franchissementnt d’un joint de grain par une dislocation [71, 72]).

En pratique, la simple modification de la tension de ligne en élasticité isotrope constitue une assez
bonne approximation qui permet de reproduire l’essentiel des propriétés physiques induite par la
présence d’interfaces. C’est une solution simple à implémenter et qui n’implique pas de surcoût de
calcul important. C’est pourquoi, malgré ses imperfections, elle est souvent utilisée [28, 73, 74].

2.3.4.2. Compensation de surface

Une méthode permettant un calcul plus rigoureux des forces dans un solide disloqué et contenant
une ou plusieurs surfaces a été proposé par Fivel et col. [75, 76]. Cette méthode, qui s’inspire de la
solution de Boussinesq-Cerruti dans un milieu semi-infini, consiste à imposer des forces ponctuelles
"compensatrices" en surface pour équilibrer le solide en présence de forces internes. Couplée avec
l’approximation de la tension de ligne discutée plus haut, cette approche permet un calcul très précis
de la force image. Malheureusement, son coût numérique élevé la restreint à des études ne faisant in-
tervenir qu’un petit nombre de dislocations [70, 76]. C’est pourquoi, deux autres méthodes s’inspirant

6Ainsi, si l’on applique aux extrémités libres des dislocations une tension de ligne constante dans la directions vis, les
sections de ligne proches de la surface vont se redresser dans la direction vis et éliminer toute courbure en surface
pour minimiser l’énergie de ligne. Il faut noter que la direction correspondant au vrai minimum d’énergie pour une
dislocation émergente n’est pas exactement la direction vis mais fait un angle compris entre la direction de b et la
normale à la surface dans le plan de glissement [27].
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2. Simulation de la Dynamique des Dislocations

de cette solution, moins précises mais beaucoup plus performantes, ont été développées.

La première méthode consiste à équilibrer surfaces et interfaces dans un milieu fini avec une ‘mo-
saïque’ de boucles de dislocations de Volterra (l’amplitude et la direction du vecteur de Burgers de
chaque boucle est quelconque). Cette méthode tridiemensionnelle dérive de la solution classique qui
consiste à décrire le champ élastique d’une fissure en 2-d par un empilement de dislocations de Vol-
terra. Ainsi, à chaque pas de simulation et avec l’aide d’un algorithme de minimisation, on calcule les
vecteurs de Burgers qui vont équilibrer les contraintes normales à la surface au centre de chaque petite
boucle. Une fois le réseau de boucles de Volterra construit, il est possible de calculer correctement
les forces de Peach-Koehler sur les dislocations si l’on prend en compte le champ de contraintes du
réseau de dislocations de surface [77, 78, 79].

La seconde méthode s’appuie sur le formalisme performant et bien connu et des éléments finis
ou des éléments frontières. Pour cela, il faut mailler le volume simulé pour déterminer des points
d’intégration sur les surfaces ou interfaces. D’après le champ de contrainte mesuré en ces points il
est possible de réaliser l’équilibre du volume étudié en imposant des chargements de surface. Cette
solution initialement utilisée en 2-d est souvent nommée ‘méthode de superposition’ [67, 80, 81, 82].
Elle est maintenant souvent utilisée en 3-d. On notera seulement que, suivant les auteurs, il existe
d’importantes différences dans la manière de prendre en compte le chargement appliqué [49, 83, 84,
85, 86, 87, 88]. La méthode de superposition est présentée plus en détail dans l’article reproduit dans
le paragraphe suivant.

2.3.4.3. Le modèle discret-continu

Une solution alternative pour le calcul des forces sur les dislocations dans un solide fini consiste à
ne plus rechercher des corrections aux champs de contrainte des dislocations dans un milieu infini,
mais à calculer directement le “vrai” champ de contrainte par des méthodes numériques comme la
méthode des éléments finis (EF), ou la méthode de champs de phase si l’on souhaite travailler dans
l’espace de Fourier. Ces méthodes sont toutes issues de la théorie des “Eigenstrains” de Mura [40].
Une approche de ce type utilisant les EF a été développée à l’ONERA lors des travaux de thèse de C.
Lemarchand et S. Groh (collaboration entre le LEM et DMSE) [25, 37, 53, 89, 90]. L’article reproduit
ci-après [90] contient une discussion des forces et faiblesses de notre modèle ‘discret-continu’ et une
comparaison avec la méthode de superposition.
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c

p
ro

p
er

ti
es

of
th

e
m

at
ri

x
ar

e
go

ve
rn

ed
b
y

th
e

fo
u
rt

h
-o

rd
er

te
n
so

r
L

M
,w

h
il
e

th
e

el
as

ti
c

m
o
d
u
lu

s
te

n
so

r
of

th
e

in
cl

u
si

on

B
O

U
N

D
A

R
Y

P
R

O
B

L
E
M

S
IN

D
D

S
IM

U
L
A

T
IO

N
S

B
.
D

E
V

IN
C

R
E

1
,
A

.
R

O
O

S
2

A
N

D
S
.
G

R
O

H
1

1
L
E
M

,
C

N
R

S
-O

N
E
R

A
,

2
9

a
v.

d
e

la
d
iv

is
io

n
L
ec

le
rc

,
9
2
3
2
2

C
h
a
ti
ll
o
n

C
ed

ex
,
F
ra

n
ce

2
D

M
S
E
/
L
C

M
E
,
O

N
E
R

A
,
2
9

a
v.

d
e

la
d
iv

is
io

n
L
ec

le
rc

,
9
2
3
2
2

C
h
a
ti
ll
o
n

C
ed

ex
,
F
ra

n
ce

A
b
st

r
a
c
t.

O
ve

r
th

e
ye

ar
s,

d
iff

er
en

t
ap

p
ro

ac
h
es

h
av

e
b
ee

n
d
ev

el
op

ed
to

ca
l-

cu
la

te
th

e
st

at
e

of
m

ec
h
an

ic
al

eq
u
il
ib

ri
u
m

in
a

d
is

lo
ca

te
d

fi
n
it
e

b
o
d
y.

T
h
e

p
u
rp

os
e

of
th

is
p
ap

er
is

to
sh

ow
th

e
co

m
m

on
as

p
ec

ts
am

on
g

th
e

ap
p
ro

ac
h
es

u
se

d
w

it
h

D
is

lo
ca

ti
on

D
y
n
am

ic
s

si
m

u
la

ti
on

s,
as

w
el

l
as

th
ei

r
d
is

ti
n
ct

it
iv

e
fe

at
u
re

s.
G

iv
en

th
e

u
n
iq

u
en

es
s
of

th
e

so
lu

ti
on

,
an

at
te

m
p
t
is

m
ad

e
to

ex
p
li
c-

it
ly

il
lu

st
ra

te
h
ow

it
is

tr
an

sl
at

ed
w

it
h
in

th
e

d
iff

er
en

t
ex

is
ti
n
g

fr
am

ew
or

k
s.

T
w

o
ap

p
ro

ac
h
es

ar
e

d
is

ti
n
gu

is
h
ed

ac
co

rd
in

g
to

w
h
et

h
er

th
e

st
re

ss
si

n
gu

la
r-

it
y

al
on

g
th

e
d
is

lo
ca

ti
on

s
li
n
es

is
h
om

og
en

iz
ed

or
n
ot

.
It

is
sh

ow
n

th
at

th
e

so
lu

ti
on

to
b
e

p
re

fe
rr

ed
d
ep

en
d
s

on
th

e
p
ro

b
le

m
s

at
h
an

d
.

1
.

In
tr

o
d
u
c
ti

o
n

O
ve

r
th

e
ye

ar
s,

d
iff

er
en

t
m

et
h
o
d
s

h
av

e
b
ee

n
d
ev

el
op

ed
to

ca
lc

u
la

te
th

e
st

at
e

of
m

ec
h
an

ic
al

eq
u
il
ib

ri
u
m

in
a

d
is

lo
ca

te
d

fi
n
it
e

b
o
d
y.

R
ec

en
tl
y,

su
ch

st
u
d
ie

s
w

er
e

fo
u
n
d

to
b
e

u
se

fu
l
fo

r
th

e
d
ev

el
op

m
en

t
of

ex
ac

t
3D

si
m

u
la

ti
on

s
of

d
is

lo
ca

ti
on

d
y
n
am

ic
s
(D

D
).

In
th

is
p
ap

er
,
a

cr
it
ic

al
re

v
ie

w
of

th
e

ex
is

ti
n
g

n
u
m

er
ic

al
so

lu
ti
on

s
is

ca
rr

ie
d

ou
t.

S
u
ch

so
lu

ti
on

s
ar

e
b
as

ed
on

th
e

su
pe

rp
o
-

si
ti
o
n

m
et

h
od

[1
,
2,

3,
4]

an
d

th
e

D
is
cr

et
e-

C
o
n
ti
n
u
o
u
s

M
od

el
(D

C
M

)
[5

,
6]

.
A

lt
h
ou

gh
th

e
u
n
d
er

ly
in

g
p
h
y
si

ca
l
p
ro

b
le

m
is

th
e

sa
m

e,
an

d
th

er
ef

or
e

al
so

it
s

m
ec

h
an

ic
al

so
lu

ti
on

,
th

es
e

m
et

h
o
d
s

fo
ll
ow

d
iff

er
en

t
st

ra
te

gi
es

.
A

s
a

co
n
-

se
q
u
en

ce
,

it
is

n
ot

al
w

ay
s

cl
ea

r
h
ow

an
d

w
h
er

e
ex

ac
tl
y

th
ey

d
iff

er
or

ar
e

si
m

il
ar

.
O

u
r

p
u
rp

os
e

is
h
er

e
to

es
ta

b
li
sh

th
ei

r
co

m
m

on
fe

at
u
re

s
an

d
th

ei
r

d
iff

er
en

ce
s

in
a

co
n
ci

se
m

an
n
er

,
as

w
el

l
as

to
d
et

er
m

in
e

th
ei

r
p
re

fe
re

n
ti
al

d
om

ai
n

of
ap

p
li
ca

ti
on

.
B

y
la

ck
of

sp
ac

e,
th

e
ca

se
of

si
m

u
la

ti
on

s
m

ak
in

g
u
se

of
p
er

io
d
ic

b
ou

n
d
ar

y
co

n
d
it
io

n
s,

as
w

el
l
as

th
e

re
ce

n
t
p
h
as

e-
fi
el

d
ap

p
ro

ac
h
es

u
se

d
to

m
o
d
el

d
is

lo
ca

ti
on

d
y
n
am

ic
s,

ar
e

n
ot

co
n
si

d
er

ed
.
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E

1
,
A

.
R

O
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S
2

A
N

D
S
.
G

R
O

H
1

F
or

in
st

an
ce

,
B

ou
n
d
ar

y
E

le
m

en
ts

,
F
in

it
e

V
ol

u
m

e
or

E
le

m
en

t
F
re

e
G

al
er

k
in

m
et

h
o
d
s

co
u
ld

b
e

a
go

o
d

al
te

rn
at

iv
e

to
th

e
cl

as
si

ca
l
F
E

ap
p
ro

ac
h
.

3
.1

.
T

H
E

D
IS

C
R

E
T

E
-C

O
N

T
IN

U
O

U
S

M
O

D
E

L

T
h
e

D
is

cr
et

e-
C

on
ti
n
u
ou

s
M

o
d
el

(D
C

M
)

w
as

th
e

fi
rs

t
so

lu
ti
on

eff
ec

ti
ve

ly
u
se

d
in

co
n
ju

n
ct

io
n

w
it
h

3D
si

m
u
la

ti
on

s
of

d
is

lo
ca

ti
on

d
y
n
am

ic
s

[5
,
6]

.
In

th
is

m
et

h
o
d
,

a
F
E

co
d
e

co
m

p
u
te

s
d
ir

ec
tl
y

th
e

d
is

p
la

ce
m

en
t

fi
el

d
sa

ti
sf

y
-

in
g

eq
u
at

io
n
s

(1
),

m
ak

in
g

u
se

of
th

e
p
la

st
ic

st
ra

in
,
εp

,
y
ie

ld
ed

b
y

th
e

D
D

si
m

u
la

ti
on

.
T

h
u
s

th
e

D
D

co
d
e

se
rv

es
as

a
su

b
st

it
u
te

fo
r

th
e

co
n
st

it
u
ti
ve

fo
rm

u
se

d
in

st
an

d
ar

d
F
E

fr
am

ew
or

k
s.

T
h
e

m
os

t
d
iffi

cu
lt

p
ar

t
of

th
e

co
u
-

p
li
n
g

co
n
si

st
s

in
se

tt
in

g
co

n
d
it
io

n
s

th
at

le
av

e
th

e
p
os

si
b
il
it
y

fo
r

th
e

F
E

m
es

h
to

ca
p
tu

re
th

e
co

m
p
le

x
it
y

of
th

e
el

as
ti
c

fi
el

d
s

in
vo

lv
ed

d
u
ri

n
g

p
la

st
ic

d
ef

or
m

at
io

n
.

T
w

o
im

p
or

ta
n
t

st
ep

s
of

th
e

co
m

p
u
ta

ti
on

al
m

et
h
o
d

m
u
st

b
e

d
is

ti
n
gu

is
h
ed

:
a

h
om

og
en

iz
at

io
n

p
ro

ce
d
u
re

fo
r

th
e

ca
lc

u
la

ti
on

of
ε

p
an

d
an

in
te

rp
ol

at
io

n
p
ro

ce
d
u
re

fo
r

th
e

ca
lc

u
la

ti
on

of
σ
.

T
h
e

h
om

og
en

iz
at

io
n

p
ro

ce
d
u
re

is
ce

rt
ai

n
ly

th
e

m
os

t
cr

it
ic

al
p
ar

t
of

th
e

m
et

h
o
d
,
an

d
a

p
u
b
li
ca

ti
on

h
as

b
ee

n
d
ed

ic
at

ed
to

it
[9

].
In

co
n
si

st
en

cy
w

it
h

th
e

fr
am

ew
or

k
re

ca
ll
ed

in
§

2.
1,

th
e

p
la

st
ic

sh
ea

r
as

so
ci

at
ed

w
it
h

th
e

m
ot

io
n

of
d
is

lo
ca

ti
on

s
is

ex
te

n
d
ed

ov
er

a
sl

ab
of

th
ic

k
n
es

s
h
.

T
h
is

is
fo

rm
al

ly
eq

u
iv

al
en

t
to

re
p
la

ci
n
g

on
e

d
is

lo
ca

ti
on

b
y

a
co

n
ti
n
u
u
m

d
is

tr
ib

u
ti
on

of
p
ar

al
le

l
in

fi
n
it
es

im
al

d
is

lo
ca

ti
on

s,
or

to
d
is

tr
ib

u
ti
n
g

th
e

ei
ge

n
st

ra
in

s
εp

,i

of
ea

ch
d
is

lo
ca

ti
on

i
ov

er
a

la
rg

e
sl

ab
,

ra
th

er
th

an
on

an
in

fi
n
it
el

y
th

in

p
la

te
.
W

it
h
in

th
e

sl
ab

of
ty

p
ic

al
th

ic
k
n
es

s
h

=
3

v
1
/
3

G
(v

G
is

th
e

el
em

en
ta

ry
vo

lu
m

e
as

so
ci

at
ed

to
th

e
G

au
ss

p
oi

n
ts

in
th

e
F
E

m
es

h
),

th
e

B
u
rg

er
s

ve
ct

or
ca

n
b
e

sp
li
t
li
n
ea

rl
y

or
w

it
h

th
e

h
el

p
of

a
sh

ap
e

fu
n
ct

io
n

th
at

h
el

p
s
lo

ca
li
zi

n
g

th
e

d
is

lo
ca

ti
on

sl
ip

p
la

n
e

in
th

e
F
E

m
es

h
.
In

w
h
at

fo
ll
ow

s,
on

ly
th

e
li
n
ea

r
so

lu
ti
on

w
il
l
b
e

co
n
si

d
er

ed
fo

r
th

e
sa

ke
of

si
m

p
li
ci

ty
,
al

th
ou

gh
a

p
ol

y
n
om

ia
l

so
lu

ti
on

is
p
re

fe
rr

ed
in

th
e

p
ra

ct
ic

e.

W
h
en

a
d
is

lo
ca

ti
on

se
gm

en
t

i
b
el

on
gi

n
g

to
th

e
sl

ip
sy

st
em

of
n
or

m
al

n
an

d
B

u
rg

er
s

ve
ct

or
b

i
m

ov
es

,
it

ge
n
er

at
es

in
cr

em
en

ts
of

re
so

lv
ed

p
la

st
ic

sh
ea

r.
T

h
es

e
in

cr
em

en
ts

,
∆

γ
i n
,e
,

ar
e

h
om

og
en

iz
ed

w
it
h
in

th
e

el
em

en
ta

ry
vo

lu
m

es
v G

,e
of

th
e

G
au

ss
p
oi

n
ts

e
ac

co
rd

in
g

to
:

∆
γ

i n
,e

=
(b

i /
h
)v

i in
t,

e

v G
,e

(2
)

w
h
er

e
v

i in
t,

e
is

th
e

vo
lu

m
e

of
in

te
rs

ec
ti
on

b
et

w
ee

n
th

e
sh

ea
re

d
sl

ab
of

se
g-

m
en

t
i

an
d

a
vo

lu
m

e
v G

,e
.
N

ot
ic

e
th

at
C

i
an

d
v

i in
t,

e
ar

e
re

la
te

d
b
y
:

C
i
=

∑ e

v
i in

t,
e

(3
)

B
o
u
n
d
a
ry

P
ro

b
le

m
s

in
D

D
S
im

u
la

ti
o
n
s

3

c

V
*

F
ig

u
re

1
.

S
ta

te
m

en
t

o
f
th

e
m

ec
h
a
n
ic

a
l
p
ro

b
le

m
.
A

d
es

cr
ip

ti
o
n

o
f
a
ll

q
u
a
n
ti
ti
es

ca
n

b
e

fo
u
n
d

in
th

e
te

x
t.

In
m

ec
h
a
n
ic

a
l
eq

u
il
ib

ri
u
m

a
ll

fi
el

d
s

m
u
st

sa
ti
sf

y
eq

u
a
ti
o
n

(1
).

is
d
en

ot
ed

L
∗
.

T
ra

ct
io

n
s

T
ca

n
b
e

p
re

sc
ri

b
ed

at
th

e
b
ou

n
d
ar

y
S

f
,

an
d

d
is

p
la

ce
m

en
ts

U
at

th
e

b
ou

n
d
ar

y
S

u
.
T

h
e

la
tt

er
m

ay
al

so
in

cl
u
d
e

a
p
la

st
ic

d
is

p
la

ce
m

en
t
u

p
in

d
u
ce

d
b
y

d
is

lo
ca

ti
on

s
th

at
m

ov
ed

ou
t
of

th
e

vo
lu

m
e

V
in

an
ea

rl
ie

r
d
ef

or
m

at
io

n
st

ag
e.

T
h
e

ou
tw

ar
d

n
or

m
al

to
th

e
su

rf
ac

e
is

d
en

ot
ed

b
y

n
.

In
th

e
ab

se
n
ce

of
ov

er
al

l
b
o
d
y

fo
rc

es
,
th

e
eq

u
il
ib

ri
u
m

st
at

e
of

th
e

to
ta

l
vo

lu
m

e
is

d
es

cr
ib

ed
b
y

th
e

st
re

ss
fi
el

d
σ

an
d

th
e

to
ta

l
st

ra
in

fi
el

d
ε

th
at

m
u
st

sa
ti
sf

y
:

              

∇
·
σ

=
0

σ
·
n

=
T

at
S

f

u
=

U
at

S
u

∇
u

=
ε

σ
=

L
M

:
(ε
−

εp
)

in
V

M

σ
=

L
∗

:
ε

in
V
∗

(1
)

3
.

S
o
lu

ti
o
n

st
r
a
te

g
ie

s
fo

r
D

D
si

m
u
la

ti
o
n
s

D
ep

en
d
in

g
u
p
on

th
e

p
re

ci
si

on
re

q
u
ir

ed
an

d
on

th
e

n
at

u
re

of
th

e
p
ro

b
le

m
to

b
e

so
lv

ed
,
d
iff

er
en

t
n
u
m

er
ic

al
m

et
h
o
d
s
ar

e
av

ai
la

b
le

fo
r
co

m
p
u
ti
n
g

fi
el

d
th

at
sa

ti
sf

y
eq

u
at

io
n
s

(1
).

T
w

o
ap

p
ro

ac
h
es

ar
e

p
ar

ti
cu

la
rl

y
w

el
l
ad

ap
te

d
to

D
D

si
m

u
la

ti
on

s
an

d
h
av

e
b
ee

n
th

e
ob

je
ct

of
se

ve
ra

l
ap

p
li
ca

ti
on

s.
B

ot
h

of
th

em
m

ak
e

u
se

of
a

co
u
p
li
n
g

w
it
h

a
F
in

it
e

E
le

m
en

t
(F

E
)

co
d
e,

b
u
t
th

e
re

so
lu

ti
on

of
th

e
al

ge
b
ra

ic
eq

u
at

io
n
s
in

vo
lv

ed
is

n
ot

at
ta

ch
ed

to
an

y
p
ar

ti
cu

la
r
m

et
h
o
d
.
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B

.
D
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IN
C

R
E

1
,
A

.
R

O
O

S
2

A
N

D
S
.
G

R
O

H
1

M
or

e
p
re

ci
se

ly
,
th

e
si

m
u
la

te
d

p
ro

b
le

m
(c

f.
fi
g.

1)
is

d
ec

om
p
os

ed
in

to
tw

o
su

b
-p

ro
b
le

m
s.

T
h
e

fi
rs

t
su

b
-p

ro
b
le

m
is

th
at

of
in

te
ra

ct
in

g
d
is

lo
ca

ti
on

s
in

a
h
om

og
en

eo
u
s,

is
ot

ro
p
ic

,
in

fi
n
it
e

so
li
d
,
th

e
(
˜

)
fi
el

d
s,

an
d

th
e

se
co

n
d

on
e

is
th

e
co

m
p
le

m
en

ta
ry

p
ro

b
le

m
of

ac
co

u
n
ti
n
g

fo
r

th
e

in
it
ia

l
n
on

-h
om

og
en

eo
u
s

b
o
d
y,

b
u
t

w
it
h
ou

t
d
is

lo
ca

ti
on

s
an

d
w

it
h

m
o
d
ifi

ed
b
ou

n
d
ar

y
co

n
d
it
io

n
s,

th
e

(
̂

)
fi
el

d
s.

T
h
e

st
at

e
of

th
e

si
m

u
la

te
d

b
o
d
y

is
th

en
re

-w
ri

tt
en

as
th

e
su

p
er

p
os

it
io

n
of

tw
o

fi
el

d
s:

u
=

û
+

ũ

ε
=

ε̂
+

ε̃
σ

=
σ̂

+
σ̃

(6
)

N
ot

e
th

at
th

e
fi
el

d
s

of
th

e
(
˜

)
su

b
-p

ro
b
le

m
m

ay
b
e

d
ec

om
p
os

ed
ag

ai
n

in
to

tw
o

co
n
tr

ib
u
ti
on

s:

ũ
=

u
∞

+
u

b

ε̃
=

ε∞
+

εb

σ̃
=

σ
∞

(7
)

w
h
er

e
th

e
ad

d
it
io

n
al

fi
el

d
s

u
b

an
d

εb
ex

is
t

on
ly

at
th

e
b
ou

n
d
ar

y
an

d
ac

-
co

u
n
t

fo
r

th
e

b
o
d
y

sh
ap

e
tr

an
sf

or
m

at
io

n
.
In

d
ee

d
,
ea

ch
ti
m

e
a

d
is

lo
ca

ti
on

m
ov

es
ou

t
of

th
e

fi
n
it
e

b
o
d
y,

it
va

n
is

h
es

at
th

e
su

rf
ac

e
le

av
in

g
a

st
ep

of
m

ag
n
it
u
d
e

b,
an

d
th

e
sh

ap
e

of
th

e
fi
n
it
e

b
o
d
y

is
ch

an
ge

d
.
A

cc
ou

n
ti
n
g

fo
r

th
is

d
is

lo
ca

ti
on

-b
ou

n
d
ar

y
in

te
ra

ct
io

n
is

on
e

of
th

e
m

os
t

d
iffi

cu
lt

p
ar

ts
of

th
e

su
p
er

p
os

it
io

n
m

et
h
o
d
.
A

m
on

g
p
os

si
b
le

so
lu

ti
on

s,
th

e
co

n
ce

p
t

of
v
ir

tu
al

d
is

lo
ca

ti
on

s
d
ev

el
op

ed
b
y

W
ey

ga
n
d

et
a
l.

[1
0]

is
ex

tr
em

el
y

u
se

fu
l.

T
o

av
oi

d
th

e
cu

m
p
u
ta

ti
on

of
u

b
an

d
εb

,
it

is
su

gg
es

te
d

th
at

th
e

ou
tg

oi
n
g

d
is

lo
ca

ti
on

s
sh

ou
ld

n
ev

er
b
e

el
im

in
at

ed
,

b
u
t

ac
cu

m
u
la

te
d

ou
ts

id
e

th
e

si
m

u
la

te
d

b
o
d
y,

at
v
ir

tu
al

co
or

d
in

at
es

co
n
si

st
en

t
w

it
h

th
e

d
is

lo
ca

ti
on

sl
ip

p
la

n
es

.
T

h
e

b
en

-
efi

t
of

th
at

p
ro

ce
d
u
re

is
th

at
d
is

p
la

ce
m

en
ts

at
th

e
b
ou

n
d
ar

y
ar

e
co

m
p
u
te

d
in

th
e

sa
m

e
m

an
n
er

as
in

th
e

vo
lu

m
e.

T
h
en

,
th

e
go

ve
rn

in
g

eq
u
at

io
n
s

fo
r

th
e

(
˜

)
fi
el

d
s

ar
e,

b
y

co
n
st

ru
ct

io
n
,

fr
ee

of
b
ou

n
d
ar

y
co

n
d
it
io

n
s

an
d

ca
n

b
e

su
m

m
ar

iz
ed

as
fo

ll
ow

s:

  

∇
·
σ̃

=
0

σ̃
=

L
:
ε̃

in
V

=
V

M
∪

V
∗

ε̃
=

∇
ũ

(8
)

W
it
h

th
e

h
el

p
of

eq
u
at

io
n
s

(1
),

(6
)

an
d

(8
),

w
e

ca
n

n
ow

d
efi

n
e

th
e

eq
u
a-

ti
on

s
go

ve
rn

in
g

th
e

su
b
-p

ro
b
le

m
fo

r
th

e
(
̂

)
fi
el

d
s:

B
o
u
n
d
a
ry

P
ro

b
le

m
s

in
D

D
S
im

u
la

ti
o
n
s

5

T
h
en

,
th

e
p
la

st
ic

st
ra

in
in

cr
em

en
t

at
ea

ch
G

au
ss

p
oi

n
t

of
th

e
F
E

m
es

h
is

th
e

su
m

of
th

e
co

n
tr

ib
u
ti
on

s
of

al
l
th

e
se

gm
en

ts
i

of
u
n
it

sh
ea

r
d
ir

ec
ti
on

li
=

b
i /

bi
an

d
m

ov
in

g
in

v G
,e
:

∆
εp ,e

=
∑ i

∆
γ

i n
,e
(l

i
⊗

n
i )

sy
m

(4
)

F
in

al
ly

,
to

ob
ta

in
th

e
to

ta
l
p
la

st
ic

st
ra

in
at

st
ep

k
,
th

e
su

m
of

al
l
in

cr
e-

m
en

ts
fr

om
st

ep
0

to
st

ep
k

is
n
ee

d
ed

:

εp ,e
=

k ∑ 0

∆
εp ,e

(5
)

O
n
ce

εp
is

d
efi

n
ed

at
ea

ch
G

au
ss

p
oi

n
t

of
th

e
F
E

m
es

h
,
th

e
p
ro

b
le

m
of

th
e

eq
u
il
ib

ri
u
m

st
at

e
(E

q
.
1)

ca
n

b
e

so
lv

ed
in

a
co

n
ve

n
ti
on

al
m

an
n
er

.
T

h
e

on
ly

m
o
d
ifi

ca
ti
on

m
ad

e
w

it
h

re
sp

ec
t

to
an

or
d
in

ar
y

F
E

ex
p
li
ci

t
sc

h
em

e
is

th
at

th
e

in
cr

em
en

ts
of

to
ta

l
d
ef

or
m

at
io

n
∆

ε ,
e

n
ee

d
to

b
e

co
m

p
u
te

d
si

m
u
l-

ta
n
eo

u
sl

y
ev

er
y
w

h
er

e
in

th
e

F
E

m
es

h
.

T
h
is

m
o
d
ifi

ca
ti
on

is
n
ec

es
sa

ry
fo

r
th

e
D

D
si

m
u
la

ti
on

.
T

h
e

se
co

n
d

cr
it
ic

al
p
ro

ce
d
u
re

of
th

e
D

C
M

is
th

e
in

te
rp

ol
at

io
n

st
ep

.
T

h
is

op
er

at
io

n
is

n
ot

sp
ec

ifi
c

to
th

e
D

C
M

an
d

ex
is

ts
in

th
e

ot
h
er

ap
p
ro

ac
h

d
is

-
cu

ss
ed

b
el

ow
.
N

ev
er

th
el

es
s,

th
is

p
ro

ce
d
u
re

is
m

or
e

cr
it
ic

al
in

th
e

D
C

M
ca

se
w

h
er

e
th

e
F
E

m
es

h
is

st
ro

n
gl

y
d
ef

or
m

ed
.
T
o

co
m

p
u
te

th
e

P
ea

ch
-K

o
eh

le
r

fo
rc

e
on

ea
ch

d
is

lo
ca

ti
on

,
th

e
st

re
ss

es
ca

lc
u
la

te
d

at
th

e
G

au
ss

p
oi

n
ts

,
σ

,e
,

m
u
st

b
e

in
te

rp
ol

at
ed

at
re

fe
re

n
ce

p
oi

n
ts

al
on

g
th

e
d
is

lo
ca

ti
on

li
n
e.

T
h
e

q
u
al

it
y

of
th

is
in

te
rp

ol
at

io
n

st
ro

n
gl

y
in

fl
u
en

ce
s

th
e

d
y
n
am

ic
s

of
th

e
d
is

-
lo

ca
ti
on

s.
It

is
d
ir

ec
tl
y

re
la

te
d

to
th

e
fl
ex

ib
il
it
y

off
er

ed
b
y

th
e

p
ol

y
n
om

ia
l

sh
ap

e
fu

n
ct

io
n
s

as
so

ci
at

ed
w

it
h

th
e

F
E

m
es

h
.

F
or

th
is

re
as

on
,

m
es

h
el

e-
m

en
ts

co
n
ta

in
in

g
a

la
rg

e
n
u
m

b
er

of
n
o
d
es

an
d

G
au

ss
p
oi

n
ts

ar
e

re
q
u
ir

ed
.

T
y
p
ic

al
ly

,
th

e
D

C
M

ca
lc

u
la

ti
on

s
m

ak
e

u
se

of
el

em
en

ts
co

n
si

st
in

g
of

20
n
o
d
es

-
27

G
au

ss
p
oi

n
ts

.

3
.2

.
T

H
E

S
U

P
E

R
P

O
S
IT

IO
N

M
E

T
H

O
D

T
h
is

ap
p
ro

ac
h

w
as

fi
rs

t
u
se

d
b
y

V
an

d
er

G
ie

ss
en

an
d

N
ee

d
le

m
an

[1
]

fo
r

2-
D

si
m

u
la

ti
on

s,
b
u
t

is
n
ow

ap
p
li
ed

to
3-

D
si

m
u
la

ti
on

s
[2

,
3,

4]
.

T
h
e

b
a-

si
c

ob
je

ct
iv

e
of

th
is

m
et

h
o
d

is
to

en
ab

le
an

ac
cu

ra
te

d
es

cr
ip

ti
on

of
th

e
d
is

lo
ca

ti
on

-d
is

lo
ca

ti
on

in
te

ra
ct

io
n
s

at
sh

or
t

d
is

ta
n
ce

s,
w

h
il
e,

at
th

e
sa

m
e

ti
m

e,
si

m
p
li
fy

in
g

as
m

u
ch

as
p
os

si
b
le

th
e

co
m

p
u
ta

ti
on

s
d
el

iv
er

ed
to

th
e

F
E

co
d
e.

In
ro

u
gh

te
rm

s,
th

e
id

ea
is

to
el

im
in

at
e

fr
om

th
e

F
E

m
es

h
th

e
el

as
ti
c

si
n
gu

la
ri

ty
as

so
ci

at
ed

to
th

e
d
is

lo
ca

ti
on

fi
el

d
s.

T
h
is

ca
n

b
e

d
on

e
b
y

ex
tr

ac
ti
n
g

th
e

si
n
gu

la
r

so
lu

ti
on

s
fo

r
d
is

lo
ca

ti
on

s
in

an
in

fi
n
it
e

b
o
d
y,

σ
∞

an
d

u
∞

(s
ee
§

2.
1)

fr
om

th
e

w
h
ol

e
m

ec
h
an

ic
al

p
ro

b
le

m
.



8
B

.
D

E
V

IN
C

R
E

1
,
A

.
R

O
O

S
2

A
N

D
S
.
G

R
O

H
1

4
.

D
is

c
u
ss

io
n

In
th

is
se

ct
io

n
th

e
st

re
n
gt

h
s

an
d

w
ea

k
n
es

se
s

of
th

e
B

V
P

so
lu

ti
on

s
p
re

-
se

n
te

d
in
§3

ar
e

co
m

p
ar

ed
.
T

h
e

d
is

cu
ss

io
n

is
b
as

ed
on

th
e

au
th

or
s’

re
ce

n
t

ev
al

u
at

io
n
s

an
d

va
li
d
at

io
n

te
st

s.
W

e
tr

ie
d
,
as

m
u
ch

as
p
os

si
b
le

,
to

re
st

ri
ct

ou
r

co
m

m
en

ts
to

ge
n
er

al
fe

at
u
re

s
in

d
ep

en
d
en

t
of

th
e

co
d
in

g
d
et

ai
ls

of
th

e
si

m
u
la

ti
on

s.

In
te

rm
s

of
C

P
U

,
th

e
co

m
p
ar

is
on

of
th

e
D

C
M

an
d

th
e

su
p
er

p
os

it
io

n
m

et
h
o
d

is
u
su

al
ly

in
fa

vo
r

of
th

e
la

st
on

e.
In

d
ee

d
,

as
m

en
ti
on

ed
in
§3

.1
,

th
e

D
C

M
re

q
u
ir

es
a

m
or

e
d
et

ai
le

d
m

es
h
in

g
(i
.e

.
m

or
e

el
em

en
ts

w
it
h

m
an

y
n
o
d
es

an
d

G
au

ss
p
oi

n
ts

)
an

d
,
th

er
ef

or
e,

la
rg

er
co

m
p
u
ta

ti
on

s.
A

ls
o,

th
e

su
-

p
er

p
os

it
io

n
m

et
h
o
d

re
q
u
ir

es
on

ly
d
at

a
tr

an
sf

er
b
et

w
ee

n
th

e
D

D
an

d
F
E

co
d
es

at
th

e
b
ou

n
d
ar

y
el

em
en

ts
of

th
e

m
es

h
,
w

h
er

ea
s,

th
e

D
C

M
im

p
os

es
d
at

a
tr

an
sf

er
ev

er
y
w

h
er

e.
F
ro

m
a

p
ra

ct
ic

al
v
ie

w
p
oi

n
t,

th
e

im
p
le

m
en

ta
ti
on

of
D

D
-F

E
co

u
p
li
n
g

b
as

ed
on

th
e

su
p
er

p
os

it
io

n
ap

p
ro

ac
h

is
ea

si
er

to
re

al
iz

e,
b
u
t

th
is

la
st

p
oi

n
t

m
ay

d
ep

en
d

on
th

e
F
E

co
d
e

th
at

is
u
se

d
.
F
ro

m
a

th
eo

-
re

ti
ca

l
p
oi

n
t

of
v
ie

w
,
th

e
tw

o
ap

p
ro

ac
h
es

ar
e

p
er

fe
ct

ly
eq

u
iv

al
en

t
w

it
h

on
e

ex
ce

p
ti
on

;
ca

lc
u
la

ti
on

s
in

an
el

as
ti
ca

ll
y

an
is

ot
ro

p
ic

m
ed

iu
m

ca
n

b
e

re
al

iz
ed

m
u
ch

m
or

e
ea

si
ly

u
si

n
g

th
e

D
C

M
ap

p
ro

ac
h
.
In

d
ee

d
,
fo

r
th

e
su

p
er

p
os

it
io

n
so

lu
ti
on

to
b
e

effi
ci

en
t,

an
al

y
ti
ca

l
fo

rm
s

ar
e

re
q
u
ir

ed
fo

r
th

e
d
is

p
la

ce
m

en
t

fi
el

d
of

d
is

lo
ca

ti
on

se
gm

en
ts

an
d

fo
r

an
is

ot
ro

p
ic

m
ed

ia
a

ge
n
er

al
so

lu
ti
on

d
o
es

n
ot

ex
is

t.
In

co
n
tr

as
t,

el
as

ti
c

an
is

ot
ro

p
y

is
ea

si
ly

ta
ke

n
in

to
ac

co
u
n
t

w
it
h

th
e

D
C

M
b
y

on
ly

ch
an

gi
n
g

on
e

in
p
u
t

of
th

e
D

C
M

ca
lc

u
la

ti
on

:
th

e
te

n
so

r
of

el
as

ti
c

m
o
d
u
li

of
th

e
co

n
si

d
er

ed
m

at
er

ia
l.

A
s

a
re

su
lt
,
co

m
p
u
ti
n
g

ti
m

es
ar

e
v
ir

tu
al

ly
th

e
sa

m
e

fo
r

is
ot

ro
p
ic

an
d

an
is

ot
ro

p
ic

si
m

u
la

ti
on

s.

T
o

ob
ta

in
th

e
st

re
ss

at
an

ar
b
it
ra

ry
p
os

it
io

n
in

th
e

si
m

u
la

te
d

b
o
d
y,

F
E

s
ar

e
u
si

n
g

sh
ap

e
fu

n
ct

io
n
s

w
h
ic

h
in

te
rp

ol
at

e
th

e
st

re
ss

es
ca

lc
u
la

te
d

at
G

au
ss

p
oi

n
ts

.
A

b
as

ic
h
y
p
ot

h
es

is
of

th
e

cl
as

si
ca

l
F
E

m
et

h
o
d

im
p
os

es
th

at
th

es
e

sh
ap

e
fu

n
ct

io
n
s

ar
e

co
n
ti
n
u
ou

s
w

it
h
in

th
e

el
em

en
ts

.
S
in

ce
th

e
d
is

lo
-

ca
ti
on

fi
el

d
s

va
ry

as
th

e
in

ve
rs

e
of

th
e

d
is

ta
n
ce

to
th

e
li
n
e,

th
e

re
su

lt
in

g
si

n
gu

la
ri

ti
es

at
th

e
d
is

lo
ca

ti
on

li
n
e

ca
n
n
ot

b
e

ex
ac

tl
y

ac
co

u
n
te

d
fo

r.
F
or

in
-

st
an

ce
,
ou

r
te

st
s
sh

ow
th

at
q
u
ad

ra
ti
c

el
em

en
ts

(i
.e

.
w

it
h

a
p
ol

y
n
om

ia
l
sh

ap
e

fu
n
ct

io
n

of
or

d
er

tw
o)

b
ec

om
e

in
ac

cu
ra

te
at

d
is

ta
n
ce

s
fr

om
a

d
is

lo
ca

ti
on

li
n
e

of
th

e
or

d
er

of
v

1
/
3

G
.
T

h
is

is
w

h
y,

w
it
h
ou

t
co

rr
ec

ti
on

,
th

e
D

C
M

ca
n
n
ot

p
re

ci
se

ly
ac

co
u
n
t

fo
r

d
is

lo
ca

ti
on

-d
is

lo
ca

ti
on

co
n
ta

ct
an

d
sh

or
t

d
is

ta
n
ce

in
-

te
ra

ct
io

n
s.

A
n

im
m

ed
ia

te
so

lu
ti
on

to
th

is
p
ro

b
le

m
co

n
si

st
s

in
re

fi
n
in

g
th

e
m

es
h

an
d
,
co

n
se

q
u
en

tl
y,

d
ec

re
as

in
g

th
e

h
om

og
en

iz
at

io
n

th
ic

k
n
es

s
h

ar
ou

n
d

th
e

d
is

lo
ca

ti
on

li
n
es

.
T

h
e

la
tt

er
is

d
ir

ec
tl
y

li
n
ke

d
to

th
e

si
ze

of
fi
n
it
e

el
e-

m
en

t
m

es
h

an
d

to
v G

.
H

ow
ev

er
,
th

is
le

ad
s

ra
p
id

ly
to

u
se

le
ss

si
m

u
la

ti
on

s
in

te
rm

of
co

m
p
u
ta

ti
on

ti
m

es
,
es

p
ec

ia
ll
y

in
3D

.
A

lt
er

n
at

iv
el

y,
w

e
ca

n
u
se

in
th

e
D

C
M

an
al

y
ti
ca

l
fo

rm
s

fo
r
se

gm
en

t-
se

gm
en

t
el

as
ti
c

in
te

ra
ct

io
n
s

at
sh

or
t

d
is

ta
n
ce

s
(i
.e

.
w

h
en

tw
o

se
gm

en
ts

ar
e

at
a

d
is

ta
n
ce

sm
al

le
r

th
an

1.
7

v
1
/
3

G
).

B
o
u
n
d
a
ry

P
ro

b
le

m
s

in
D

D
S
im

u
la

ti
o
n
s

7

i)
in

V

∇
·
σ

=
0

<
=

>
∇
·
(σ̂

+
σ̃
)

=
∇
·
σ̂

+
∇
·
σ̃

=
∇
·
σ̂

=
>

∇
·
σ̂

=
0

(9
)

an
d

ε
=

ε̂
+

ε̃
=
∇

u
<

=
>

ε
−

ε̃
=
∇

u
−
∇

ũ

=
>

ε̂
=
∇

û
(1

0)

ii
)

at
th

e
b
ou

n
d
ar

y
w

e
h
av

e
on

S
f
:

σ
·
n

=
T

<
=

>
σ̂
·
n

=
T
−

σ̃
·
n

=
>

σ̂
·
n

=
T
−

T̃
(1

1)

an
d

on
S

u
:

u
=

û
+

ũ
=

u
a
p
p

=
>

û
=

u
a
p
p
−

ũ
(1

2)

ii
i)

fi
n
al

ly
,
ke

ep
in

g
in

m
in

d
th

at
ε

p
is

n
on

-z
er

o
on

ly
in

si
d
e

C
an

d
th

at
th

e
th

ic
k
n
es

s
of

C
te

n
d
s
to

ze
ro

w
h
en

th
e

an
al

y
ti
ca

l
so

lu
ti
on

s
h
ol

d
,
w

e
h
av

e
in

V
M

: σ
=

L
:
(ε
−

εp
)

=
L

:
(ε̂

+
ε̃
−

εp
)

=
L

:
(ε̂

+
ε̃)

=
L

:
ε̂

+
σ̃

=
>

σ̂
=

L
:
ε̂

(1
3)

an
d

in
V
∗
:

σ
=

σ̂
+

σ̃
=

L
∗

:
ε

=
L
∗

:
(ε̂

+
ε̃)

=
>

σ̂
=

L
∗

:
ε̂

+
(L
∗
−

L
)
:
ε̃

(1
4)

In
su

m
m

ar
y,

th
e

eq
u
il
ib

ri
u
m

st
at

e
eq

u
at

io
n
s

fo
r

th
e

(
̂

)
su

b
-p

ro
b
le

m
ar

e:
              

∇
·
σ̂

=
0

σ̂
·
n

=
T

a
p
p
−

σ
∞
·
n

at
S

f

û
=

U
a
p
p
−

ũ
at

S
u

∇
û

=
ε̂

σ̂
=

L
:
ε̂

in
V

M

σ̂
=

L
∗

:
ε̂

+
(L
∗
−

L
)

:
ε̃

in
V
∗

(1
5)

B
y

re
so

lv
in

g
th

is
el

as
ti
c

p
ro

b
le

m
w

it
h

a
F
E

m
es

h
in

g,
an

d
ad

d
in

g
th

e
an

al
y
ti
ca

l
so

lu
ti
on

s
of

th
e

(
˜)

fi
el

d
s
p
ro

b
le

m
to

th
at

so
lu

ti
on

,
i.
e.

b
y

ad
d
in

g
σ
∞

,
ε∞

[+
εb

]
an

d
u
∞

[+
u

b
],

on
e

ca
n

d
et

er
m

in
e

so
lu

ti
on

s
fo

r
th

e
to

ta
l
p
ro

b
-

le
m

as
d
efi

n
ed

in
eq

u
at

io
n
s

(1
).



10
B

.
D

E
V

IN
C

R
E

1
,
A

.
R

O
O

S
2

A
N

D
S
.
G

R
O

H
1

C
P

U
fo

r
si

m
p
le

p
ro

b
le

m
s.

T
h
en

,
fo

r
th

os
e

in
te

re
st

ed
in

p
ro

b
le

m
s

w
it
h

a
la

rg
e

d
en

si
ty

of
d
is

lo
ca

ti
on

s
an

d
co

m
p
le

x
m

at
er

ia
ls

(e
.g

.
m

u
lt
ip

h
as

e
m

at
e-

ri
al

s,
m

at
er

ia
ls

w
it
h

st
ro

n
g

el
as

ti
c

an
is

ot
ro

p
y

m
at

er
ia

ls
,
m

at
er

ia
ls

ex
h
ib

it
-

in
g

p
la

st
ic

st
ra

in
lo

ca
li
za

ti
on

,
..
.)

ou
r

p
re

fe
re

n
ce

w
ou

ld
go

to
th

e
se

co
n
d

ap
p
ro

ac
h
.
In

d
ee

d
,
th

e
D

C
M

is
n
u
m

er
ic

al
ly

co
m

p
et

it
iv

e
(e

ve
n

fa
st

er
)

w
it
h

la
rg

e
n
u
m

b
er

s
of

se
gm

en
ts

.
F
u
rt

h
er

m
or

e,
w

it
h

it
s

co
n
ce

p
t

of
p
la

st
ic

st
ra

in
h
om

og
en

iz
at

io
n
,i
t
p
ro

v
id

es
an

in
te

re
st

in
g

se
lf
-c

on
si

st
en

t
d
es

cr
ip

ti
on

of
p
la

s-
ti
ci

ty
co

m
p
at

ib
le

w
it
h

m
es

os
co

p
ic

(d
is

cr
et

e)
an

d
m

ac
ro

sc
op

ic
(c

on
ti
n
u
ou

s)
m

o
d
el

in
g

of
so

li
d

m
ec

h
an

ic
s.

6
.

A
c
k
n
o
w

le
d
g
m

e
n
ts

T
h
e

au
th

or
s

w
is

h
to

th
an

k
J
-L

.
C

h
ab

o
ch

e,
F
.

F
ey

el
an

d
L
.P

.
K

u
b
in

fo
r

h
el

p
fu

l
d
is

cu
ss

io
n
s.

R
e
fe

r
e
n
c
e
s

1
.

E
.
V

a
n

d
er

G
ie

ss
en

a
n
d

A
.
N

ee
d
le

m
a
n
,
M

o
d
el

.
S
im

u
l.

M
a
te

r.
S
ci

.
E

n
g
.
3
,
6
8
9

(1
9
9
5
).

2
.

D
.
W

ey
g
a
n
d
,
E

.
V

a
n

d
er

G
ie

ss
en

a
n
d

A
.
N

ee
d
le

m
a
n
,
M

a
t.

S
ci

.
E

n
g
.
A

3
0
9
-
3
1
0
,
4
2
0

(2
0
0
1
).

3
.

C
.S

.
S
h
in

,
M

.C
.
F
iv

el
a
n
d

K
.H

.
O

h
,
J
.
P

h
y
s.

IV
F
ra

n
ce

1
1
,
P

r5
-2

7
(2

0
0
1
).

4
.

H
.
Y

a
si
n
,
H

.M
.
Z
b
ib

a
n
d

M
.A

.
K

h
a
le

el
,
M

a
t.

S
ci

.
E

n
g
.
A

3
0
9
-
3
1
0
,
2
9
4

(2
0
0
1
).

5
.

C
.

L
em

a
rc

h
a
n
d
,

B
.

D
ev

in
cr

e,
L
.P

.
K

u
b
in

a
n
d

J
.L

.
C

h
a
b
o
ch

e,
M

R
S

S
y
m

p
o
si
u
m

P
ro

ce
ed

in
g
s
5
3
8
,
6
3

(1
9
9
9
).

6
.

C
.
L
em

a
rc

h
a
n
d
,
P

h
.D

.
T

h
es

is
,
U

n
iv

er
si
ty

o
f
P
a
ri
s

V
I

(1
9
9
9
).

7
.

T
.

M
u
ra

,”
M

ic
ro

m
ec

h
a
n
ic

s
o
f

d
ef

ec
ts

in
so

li
d
s”

,
S
ec

o
n
d

ed
it
io

n
,

K
lu

w
er

A
ca

d
em

ic
P

u
b
li
sh

er
s

(1
9
9
3
).

8
.

J
.P

.
H

ir
th

a
n
d

J
.
L
o
th

e,
”
T

h
eo

ry
o
f
d
is
lo

ca
ti
o
n
s”

,
S
ec

o
n
d

ed
it
io

n
,
J
o
h
n

W
il
ey

a
n
d

S
o
n
s

(1
9
8
2
).

9
.

C
.
L
em

a
rc

h
a
n
d
,
B

.
D

ev
in

cr
e

a
n
d

L
.P

.
K

u
b
in

,
J
o
u
rn

a
l
o
f
th

e
M

ec
h
a
n
ic

s
a
n
d

P
h
y
si
cs

o
f
S
o
li
d
s
4
9
,
1
9
6
9

(2
0
0
1
).

1
0
.

D
.
W

ey
g
a
n
d
,
L
.H

.
F
ri
ed

m
a
n
,
E

.
V

a
n

d
er

G
ie

ss
en

,
A

.
N

ee
d
le

m
a
n
,
M

o
d
el

.
a
n
d

S
im

u
.

in
M

a
t.

S
ci

.
a
n
d

E
n
g
.
1
0
,
4
3
7

(2
0
0
2
).

1
1
.

M
.C

.
F
iv

el
,
T

.J
.

G
o
sl
in

g
a
n
d

G
.R

.
C

a
n
ov

a
M

o
d
el

.
S
im

u
l.

M
a
te

r.
S
ci

.
E

n
g
.
4
,
5
8
1

(1
9
9
6
).

1
2
.

C
.S

.
S
h
in

,
M

.C
.
F
iv

el
a
n
d

K
.H

.
O

h
J
.
P

h
y
s.

IV
F
ra

n
ce

1
1
,
2
7

(2
0
0
1
).

B
o
u
n
d
a
ry

P
ro

b
le

m
s

in
D

D
S
im

u
la

ti
o
n
s

9

T
h
is

ad
d
it
io

n
al

fo
rc

e
co

n
tr

ib
u
ti
on

to
th

e
d
is

lo
ca

ti
on

d
y
n
am

ic
s

si
m

u
la

ti
on

ca
n

b
e

re
ga

rd
ed

as
a

co
n
st

it
u
ti
ve

ru
le

ca
ri

n
g

of
th

e
la

ck
of

ac
cu

ra
cy

of
th

e
F
E

m
es

h
at

sh
or

t
d
is

ta
n
ce

.

It
is

in
te

re
st

in
g

to
n
ot

e
th

at
th

e
ab

ov
e

p
ro

b
le

m
of

th
e

D
C

M
ap

p
ro

ac
h

tu
rn

s
in

to
an

ad
va

n
ta

ge
w

h
en

d
is

lo
ca

ti
on

se
gm

en
ts

ar
e

cl
os

e
to

b
ou

n
d
-

ar
ie

s.
In

d
ee

d
,
in

th
e

su
p
er

p
os

it
io

n
ap

p
ro

ac
h

th
e

b
ou

n
d
ar

y
co

n
d
it
io

n
s

on
S

f

an
d
/o

r
S

u
co

n
ta

in
an

im
ag

e
co

n
tr

ib
u
ti
on

p
ro

p
or

ti
on

al
to

m
in

u
s
σ
∞

an
d

u
∞

,
re

sp
ec

ti
ve

ly
.
W

h
en

a
d
is

lo
ca

ti
on

ap
p
ro

ac
h
es

th
e

b
ou

n
d
ar

y,
th

es
e

co
n
tr

ib
u
-

ti
on

s
d
iv

er
ge

,
an

d
in

fa
ct

b
ec

om
e

in
fi
n
it
e

w
h
en

d
is

lo
ca

ti
on

s
to

u
ch

a
G

au
ss

p
oi

n
t

at
th

e
b
ou

n
d
ar

y.
T
o

p
re

ci
se

ly
ac

co
u
n
t

fo
r

th
is

su
rf

ac
e

eff
ec

t
re

q
u
ir

es
an

ac
cu

ra
te

su
b
tr

ac
ti
on

of
th

e
la

rg
e

(
˜

)
an

d
(
̂

)
fi
el

d
s,

h
en

ce
a

re
m

es
h
in

g
of

th
e

b
ou

n
d
ar

ie
s

cl
os

e
to

th
e

p
oi

n
ts

w
h
er

e
se

gm
en

ts
ar

e
em

er
gi

n
g

[1
1]

.
W

it
h
ou

t
su

ch
a

p
ro

ce
d
u
re

,
im

p
or

ta
n
t

er
ro

rs
ar

is
e

on
th

e
am

p
li
tu

d
e

of
th

e
im

ag
e

fo
rc

e
(t

h
e

n
o
d
es

at
th

e
su

rf
ac

e
el

em
en

ts
ca

n
n
ot

ac
co

m
m

o
d
at

e
th

e
im

p
or

ta
n
t

el
as

ti
c

d
is

p
la

ce
m

en
t

im
p
os

ed
b
y

th
e

em
er

gi
n
g

d
is

lo
ca

ti
on

s)
.
T
o

th
e

b
es

t
k
n
ow

le
d
ge

of
th

e
au

th
or

s,
n
o

sa
ti
sf

ac
to

ry
so

lu
ti
on

to
th

is
p
ro

b
le

m
h
as

b
ee

n
p
u
b
li
sh

ed
ye

t.
O

n
th

e
ot

h
er

h
an

d
,
as

a
re

su
lt

of
th

e
h
om

og
en

iz
a-

ti
on

p
ro

ce
d
u
re

,
su

ch
d
iffi

cu
lt
y

is
n
ot

m
et

w
it
h
in

th
e

D
C

M
ap

p
ro

ac
h
.
T

h
e

on
ly

li
m

it
at

io
n

is
th

at
th

e
am

p
li
tu

d
e

of
th

e
im

ag
e

fo
rc

e
cl

os
e

to
th

e
su

rf
ac

e
m

ay
b
e

sm
al

le
r

th
an

th
e

el
as

ti
c

p
re

d
ic

ti
on

b
ec

au
se

of
th

e
sm

o
ot

h
in

g
of

th
e

sh
ap

e
fu

n
ct

io
n
s.

L
as

tl
y,

as
em

p
h
as

iz
ed

b
y

eq
u
at

io
n

(1
4)

,
th

e
ex

is
te

n
ce

of
el

as
ti
c

in
cl

u
si

on
s

in
th

e
si

m
u
la

te
d

b
o
d
y

im
p
os

e
ad

d
it
io

n
al

co
m

p
u
ta

ti
on

s
to

th
e

su
p
er

p
os

it
io

n
ap

p
ro

ac
h

an
d

m
ak

es
it

le
ss

at
tr

ac
ti
ve

b
y

co
m

p
ar

is
on

to
th

e
D

C
M

sc
h
em

e,
si

n
ce

th
e

la
tt

er
is

tr
an

sp
ar

en
t

to
th

is
p
ro

b
le

m
.

A
s

d
is

cu
ss

ed
in

re
fe

re
n
ce

[1
]
an

d
[1

2]
,
in

th
e

ca
se

of
th

e
su

p
er

p
os

it
io

n
ap

p
ro

ac
h
,
tw

o-
p
h
as

e
p
ro

b
le

m
s

im
p
os

e
th

e
ca

lc
u
la

ti
on

of
th

e
so

-c
al

le
d

p
ol

ar
iz

at
io

n
st

re
ss

es
in

th
e

in
cl

u
si

on
s,

p̂
=

(L
∗
−

L
)

:
ε̃

=
(L
∗

:
L
−

1
−

I
)

:
σ̃
.

H
en

ce
,

th
e
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2. Simulation de la Dynamique des Dislocations

2.4. Intégration des équations du mouvement

Dans les matériaux à faible friction de réseau, les dislocations peuvent se déplacer rapidement entre
obstacles. Quand cette vitesse, v, reste faible devant la vitesse du son, ct, dans le matériau, v < ct/2,
l’ensemble des mécanismes physiques déterminant le mouvement des dislocations en régime perma-
nent peut être modélisé par un coefficient de frottement visqueux, B(T ) (cf. § 4.1). Ce coefficient tient
compte essentiellement des diverses interactions des dislocations avec les phonons et, à basse tempé-
rature, avec les électrons. Les valeurs de ce coefficient peuvent être déterminées expérimentalement
pour un petit nombre de matériaux [91, 92], et théoriquement par des modèles mésoscopiques [91] ou
à l’aide de simulations atomiques [93, 94]. Dans le cas du cuivre, qui est le matériau le plus étudié,
les diverses estimations convergent vers B(300K) ≈ 1.5× 10−5 Pa s.

Ce coefficient de frottement connu, l’équation du mouvement d’une section de ligne de dislocation
de direction x et qui se déplace suivant la direction u s’écrit :

m
∂2u

∂t2
+ B(T )

∂u

∂t
= τ∗b +

Γ
R

(2.3)

Tous les termes de l’équation (2.3) sont exprimés par unité de longueur de dislocation. Les deux
termes à gauche de l’égalité représentent respectivement, les effets d’inertie et de frottement visqueux.
Lorsque la vitesse est inférieure à ct/2, les effets relativistes associés aux déplacement des dislocations à
grande vitesse peuvent être négligés. La masse effective d’une dislocation est alors m ≈ mo ≈ ρob

2, où
ρo est la densité du matériau. A droite de l’égalité, la force totale sur les dislocations est décomposée en
deux termes qui sont respectivement la force de Peach-Koehler effective, contenant notamment l’effet
de la contrainte appliquée, τa, dont on a retiré la tension de ligne locale. Cette dernière quantité s’écrit
Γ/R et dépend de u et de x via le rayon de courbure R. L’équation (2.3) est l’équation maîtresse
du modèle des cordes vibrantes de Granato et Lücke [95]. Dans le cas le plus général, elle doit être
intégrée numériquement. Cependant, dans le cas des modélisations mésoscopiques, des simplifications
peuvent être faites.

En présence d’un frottement visqueux, on suppose dans un calcul traditionnel que les dislocations
se déplacent en restant rectilignes, de manière à éviter de calculer la tension de ligne. L’équation (2.3)
se réduit alors à une forme simplifiée fonction de la vitesse, v(t), de la ligne :

mo
dv

dt
+ B(T )v = τ∗b (2.4)

La solution unique de cette équation diférentielle est de la forme :

v = vs[1− exp (−t/to)], (2.5)

où vs une vitesse de régime stationnaire, et to un temps caractéristique pour atteindre cette vitesse.
Ces deux quantités sont donnés par

vs = τ∗b/B(T ) et to = ρob
2/B(T ). (2.6)

Dans le cas du cuivre (ρo = 8 × 103 kg m−3, b = 2.55 × 10−10 m et pour une contrainte appliquée
projetée τ∗ ≈ τa = 1MPa), la vitesse de régime stationnaire, vs ≈ τ∗×2. 10−5 ≈ 20m s−1, est atteinte
après un temps caractéristique to = 10−10 − 10−11 s à 300 K. En fait, Le pas de temps élémentaire
de la DD étant généralement plus grand ou du même ordre de grandeur que to, les dislocations sont
toujours en régime stationnaire et il est justifié de négliger les effets d’inertie. Cela est d’autant plus
vrai que dans la DD, il faut retirer la tension de ligne de la force de Peach-Koehler effective, car la
courbure locale des dislocations est prise en compte. L’équation du mouvement (2.6) se réduit alors
à une forme linéaire simple :
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2. Simulation de la Dynamique des Dislocations

v =
τ∗b

B(T )
(2.7)

Cette expression est celle la plus souvent utilisée pour décrire le glissement des dislocations, pour
des matériaux comme les CFC où la force de frottement de réseau est négligeable. Son domaine de va-
lidité doit, en tout rigueur, être restreint aux sollicitations où l’approximation de régime stationnaire
est justifiée. Si on utilise une simulation de DD à des échelles fines se rapprochant des dimensions
interatomiques [94] ou lorsqu’on considère de très grandes vitesses de déformation, il faut revenir à
l’équation (2.4). De même, lorsque le glissement des dislocations met en jeu des mécanismes thermi-
quement activés, l’équation (2.7) doit être remplacée par des lois de vitesse semi-phénoménologiques
(lois d’Arrhenius) qui, toujours dans une hypothèse de régime stationnaire, reproduisent le carac-
tère stochastique du franchissement d’obstacles. Un exemple de telles lois de mobilité est donné au
Chapitre 4 (§ 4.2.2), dans le cas de la plasticité des monocristaux de zirconium.

Lorsque l’approximation de régime stationnaire est valide, la trajectoire des segments de dislocation
définie par leur coordonnée r(t) au temps t, peut être calculée au temps, tn+1 = tn +∆t, à l’aide d’un
schéma d’intégration explicite d’Euler :

r(t + ∆t) = r(t) + v(t)∆t (2.8)

si l’on veut prendre en compte les effets d’inertie, il faut utiliser des algorithmes d’intégration plus
sophistiqués comme l’algorithme de Verlet ou celui de Runge-Kutta.

Pour des raisons de simplicité, l’intégration des équations du mouvement est souvent traitée de façon
locale. Durant un pas de simulation ∆t, le déplacement de chaque segment d’une ligne de dislocation
est appliqué indépendamment des déplacements de ses segments voisins. Cependant, en toute rigueur,
et pour augmenter le pas de temps des simulations, il est possible d’amortir les fluctuations des vitesses
le long des lignes en corrélant les déplacements de segments voisins. Par analogie avec la méthode
des éléments finis à une dimension, le principe des travaux virtuels permet de définir dans ce cas la
vitesse à un point d’intégration PI sur un segment [86, 96] :

vPI = (NPIpvPIpdPIp + NPIvPIdPI + NPIsvPIsdPIs).dPI (2.9)

où PIp et PIs désignent respectivement les points d’intégrations sur les segments “précédant” et
“suivant” le segment contenant PI. d est le vecteur direction de glissement normal à la ligne aux
points d’intégration et N une fonction de forme linéaire définissant le poids numérique à attribuer à
chacun des trois points d’intégration en fonction de la longueur des segments.

Pour terminer cette discussion, il faut mentionner qu’au cours de l’intégration des équations du
mouvement, des vitesses de segments beaucoup trop importantes et irréalistes peuvent être occasion-
nellement obtenues pour des géométries de ligne mal relaxées7. Pour assurer la stabilité de l’intégration
et ne pas trop réduire le pas de temps des simulations, une vitesse maximale à ne pas dépasser est
imposée à tous les segments. Cette vitesse de coupure est choisie de manière à ne pas affecter le
comportement d’ensemble de la simulation (par exemple vmax ≈ ct/2).

2.5. Conditions initiales et données de sortie des simulations

Les simulations de DD sont basées sur la théorie élastique, qui est continue, et les seules échelles de
dimension présentes sont le vecteur de Burgers des dislocations ou le paramètre de maille du réseau
cristallin. On peut donc passer continûment de la simulation d’un élément de volume de quelques
dizaines de vecteur de Burgers de côté, à celle de volumes beaucoup plus grands en augmentant le pas

7Ces configurations de ligne sont inévitables et apparaissent par exemple après l’annihilation de deux lignes ou encore
durant la formation et la destruction d’une jonction entre deux dislocations.
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2. Simulation de la Dynamique des Dislocations

de discrétisation des lignes. La dimension maximale de l’élément de volume pouvant être simulé est
définie au cas par cas. Elle dépend du nombre de segments (approximativement la densité de dislo-
cations) estimé en fin de simulation et de la longueur caractéristique des fluctuations de la contrainte
dans le matériau 8. En règle générale, les volumes simulés ont une dimension qui va de (10µm)3 dans
la plupart des matériaux jusqu’à (100µm)3 pour les matériaux les plus favorables, comme le silicium
où la densité initiale de dislocations est beaucoup plus faible que dans les métaux.

Dans de très nombreuses simulations la microstructure servant de configuration initiale est consti-
tuée d’une distribution aléatoire de sources de Frank-Read, c’est-à-dire de segments de dislocations
ancrés à leurs extrémités. Ce type de configuration est fréquemment utilisé, car il est simple, mais
il pose problème dans certains cas. Ainsi, dans les CFC, la longueur Ls des segments sources doit
être grande par rapport à la distance moyenne entre dislocations ( Ls > 5ρ−1/2) sous peine de voir
la contrainte critique de Frank-Read affecter la contrainte d’écoulement. Cependant, en fixant une
longueur Ls relativement grande, on permet durant les premiers pas de simulation la formation des
jonctions de longueur très supérieure à ρ−1/2. De même, une microstructure initiale de dislocations
contenant beaucoup de point d’ancrages sera difficile à relaxer et influencera fortement et durablement
la déformation plastique.

Fig. 2.6.: Exemple de microstructure initiale relaxée. Cette configuration a été obtenue à partir d’une distribu-
tion aléatoire de boucles dipolaires et ne nécessite pas l’introduction de points d’ancrage artificiels.

En règle générale, pour réduire l’influence de ces conditions initiales, il faut prédéformer le volume
simulé pour augmenter significativement la densité de dislocations. Il existe cependant une solution
alternative à une prédéformation qui, il faut le noter, fait commencer les simulations avec un très
grand nombre de segments et donc ralentit beaucoup les calculs. Cette solution est presque aussi
simple qu’une distribution de sources et donne de bien meilleurs résultats lorsqu’elle peut être utili-
sée. Il s’agit d’une distribution de boucles dipolaires, c’est-à-dire quatre dislocations coins de même
vecteur de Burgers connectées entre les plans primaire et dévié. Comme l’ont montré les simulations
réalisées avec le modèle discret-continu [37], ce type de configuration initiale (cf. figure 2.6) permet de
satisfaire rigoureusement les conditions d’équilibre mécanique d’un solide périodique et elle est facile

8La simulation de grandes déformations plastiques nécessite de réduire le nombre total de segments, donc la dimension
du volume simulé. De même, pour une densité de dislocations fixée, les matériaux où la densité de dislocation est
uniformément distribuée permettent d’utiliser de plus grands volumes simulés, car la longueur de discrétisation peut
y être plus grande que dans les cas où les dislocations s’organisent de manière hétérogène
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à relaxer puisqu’elle ne contient aucun point d’ancrage. Chaque segment des boucles contenu dans un
plan de glissement peut fonctionner comme une sources ancrée sur les points à l’intersection entre les
plans primaire et dévié9.

En sortie de simulation, nous obtenons des informations sur la microstructure de dislocations et
les quantités physiques locales ou globales qui lui sont associées, contraintes internes, densités de
dislocations, distribution de la déformation, activité des systèmes de glissement, etc. Par ailleurs,
on peut déterminer différents aspects de la réponse mécanique macroscopiques : courbe contrainte-
déformation, vitesse de déformation, apparition d’instabilités plastiques, etc. Dans les années à venir
les couplages entre DD et EF donneront accès à de nouvelles informations, comme les champs de
rotation locaux ou les efforts de décohésion interfaciale.

En conclusion de ce chapitre, il faut souligner qu’un effort constant a été dédié ces dix dernières
années à l’amélioration des performances et de la capacité prédictive des codes de DD. On peut
extraire de mes travaux les cinq points les plus importants relatifs à ces récents développements
techniques :

1. L’écriture d’un nouveau code de la dynamique des dislocations a été entrepris au LEM en
fin 1998. Ce travail réalisé principalement dans le cadre de la thèse de R. Madec et du stage
post-doctoral de G. Monnet était devenu nécessaire pour tirer parti de l’expérience accumulée
et des progrès accomplis par l’informatique au fil des années. Cette nouvelle version permet
une discrétisation accrue du caractère des lignes de dislocation (coin, vis et deux directions
mixtes à 60◦, cf. Fig. 2.2) et améliore la précision de la méthode tout en réduisant les coûts de
calcul. Parmi les avantages de notre nouveau code, l’aspect le plus important est sans doute
la possibilité de traiter précisément les réactions de contact entre dislocations. Ce point sera
illustré au chapitre 3.

2. Le caractère linéaire des dislocations et le nombre important de systèmes de glissement poten-
tiellement actifs ont longtemps bloqué le développement de conditions aux limites périodiques
pour les simulations de DD. Cette insuffisance engendrait des artefacts de calcul et rendait dif-
ficile l’interprétation quantitative des simulations. Par exemple, des hétérogénéités de la densité
de dislocations aux limites de la cellule de simulation réduisaient sensiblement la taille du vo-
lume simulé représentatif des conditions expérimentales. Ce problème a été résolu en 2000. Suite
à un travail original de V. Bulatov et col. au Lawrence Livermore National Laboratory, nous
avons développé une solution algorithmique élégante qui assure simultanément une continuité
de la déformation plastique aux limites du volume simulé, une balance des flux de dislocations
et un contrôle du libre parcours moyen effectif des dislocations.

3. Le nombre de segments de dislocations devant être pris en compte dans une simulation aug-
mentant très rapidement avec la déformation plastique, des solutions algorithmiques telle que
la méthode des multipôles et la parallèlisation des calculs sur plusieurs ordinateurs ont été
développées pour repousser les limites des simulations.

4. Une généralisation cristallographique de notre méthode de discrétisation sur réseau, initialement
dédiée aux structures CFC, a été réalisée. Le nouveau code 3-d permet de traiter non seulement
les structures cristallines cubiques (CFC, CC, CD) mais aussi les structures hexagonale et
orthorhombique. En distribuant librement notre logiciel et en favorisant son utilisation par
un nombre de plus en plus important de groupes de recherches, nous souhaitons éprouver les
solutions choisies au cours des années passées et, si possible, favoriser le développent de nouvelles
étude en métallurgie physique et en mécanique.

9La contrainte de multiplication de ces sources est faible puisque la tension de ligne est minimale dans la direction
coin
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5. Afin de dépasser le stade du monocristal soumis à des contraintes uniaxiales et uniformes, il est
nécessaire de pouvoir prendre en compte des situations impliquant soit des sources de contraintes
internes (joints de grains, précipités), soit des chargements complexes. Cette “grande unifica-
tion” entre les approches du physicien métallurgiste et celle du mécanicien est désormais réalisée
en couplant la simulation de DD à un code d’éléments finis. Dans ce modèle “discret-continu”
(MDC), la partie EF traite tous les problèmes élastiques (conditions d’équilibre de forces en
surface et en volume, compatibilité des déformations), tandis que la composante plastique de la
déformation est fournie par le code de dynamique des dislocations. En pratique, les problèmes
de méthodologie posés par le couplage DD-EF sont assez complexes. Ils résultent de l’incompa-
tibilité fondamentale entre l’approche continue (“rigidité” conceptuelle des maillages éléments
finis) et l’approche discrète (divergence des champs élastiques sur les lignes de dislocation). La
réalisation de ce couplage a nécessité deux thèses successives (C. Lemarchand et S. Groh), en
collaboration avec J.L. Chaboche, F. Feyel et A. Roos à l’ONERA.
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CHAPITRE 3

Règle locales et propriétés élémentaires des dislocations

Pour modéliser les propriétés liées à la structure de coeur des dislocations à l’échelle mésoscopique,
il faut définir des règles locales qui imposent aux dislocations un comportement ne relevant pas
de l’élasticité linéaire. Les deux plus importantes d’entre elles concernent le glissement dévié et la
relation entre contrainte locale et vitesse. Le traitement des intersections entre dislocations, qui n’est
que faiblement lié à la structure de cœur, nécessite également des règles locales, sous la forme de règles
de contact. La raison en est essentiellement pratique : un traitement purement élastique nécessiterait
de réduire considérablement les pas de temps et les longueurs de discrétisation. A l’exception de la
formation des jonctions, les mécanismes impliqués varient beaucoup d’un matériau à l’autre. Les règles
locales doivent donc être redéfinies partiellement ou totalement pour chaque matériau étudié. Ainsi,
elles jouent en DD un rôle similaire aux potentiels d’interaction dans les simulations de Dynamique
Moléculaire. Au final, la capacité prédictive des simulations dépend beaucoup du soin apporté à
l’élaboration de ces règles. Lorsqu’on réduit la dimensionnalité des simulations de 3-d à 2-d, il devient
très difficile de conserver ce réalisme. C’est une des raisons pour lesquelles, la mise en oeuvre de
simulations à 2-d doit être évité chaque fois que cela est possible.

Ce chapitre est consacré aux règles locales concernant les jonctions et le glissement dévié, et à
deux applications dans lesquelles elles jouent un rôle prépondérant. La discussion des lois de vitesse
thermiquement activées des dislocations dans les matériaux à forte friction de réseau est reportée au
Chapitre 4. La loi de vitesse des métaux CFC donnée par l’équation 2.7 constitue également une règle
locale.

3.1. Réactions de contact entre dislocations

La formation et de la destruction de jonctions entre dislocations est à priori un phénomène complexe
à modéliser, qui fait intervenir des interactions élastiques et implique localement une reconstruction
des lignes de dislocations. Cependant, on sait depuis longtemps [97], et cela a été vérifié récemment
(cf. l’article reproduit ci-dessous) que la contribution des énergies de coeur à la formation de jonctions
est négligeable [98, 99, 100]. C’est pourquoi, les réactions de contact entre dislocations peuvent être
traitées à l’échelle mésoscopique comme une propriété purement élastique.

Un principe très général est que les règles locales pour les simulations doivent êtres simples et
les moins interventionnistes possible. Pour décrire le mécanisme d’intersection des dislocations, on le
décompose en quatre étapes :
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– Tout d’abord, il faut anticiper et déterminer géométriquement le point où deux dislocations vont
se croiser. Un soin important doit être apporté à la programmation de cette partie qui est en
DD, après le calcul des contraintes, l’étape la plus consommatrice de CPU ( ≈ 15%). Suivant le
mode de discrétisation, différentes solutions algorithmiques existent. Malheureusement, aucune
comparaison des forces et faiblesses de chacune d’entre elles n’a jamais été publiée.

– Ensuite, en fonction du vecteur de Burgers des dislocations, il faut établir une règle prédisant,
si une jonction peut se former ou non. Construire une telle règle n’est pas chose simple car
les configurations possibles sont nombreuses et ne dépendent pas uniquement du caractère des
dislocations près du point de contact. On trouvera en annexe B3, un article illustrant ce point
en détail. Il est donc difficile d’anticiper le résultat des intersections à partir d’une règle simple1.
C’est pourquoi, la meilleure solution consiste à donner au point d’intersection tous les degrés de
liberté utiles pour que la jonction puisse se former et s’allonger le long de la ligne d’intersection
entre les plans de glissement des dislocations parentes. La direction de réaction est unique pour
chaque couple de systèmes de glissement et cette information peut être tabulée pour chaque
cristallographie.

– L’étape suivante consiste à vérifier s’il existe des forces pouvant provoquer l’allongement des
dislocations dans la direction de jonction. Pour cela, il faut calculer précisément les forces de part
et d’autre du point de contact, soit en raffinant la discrétisation des lignes, soit, plus efficacement,
en introduisant des points d’intégration spéciaux ou additionnels sur les segments concernés.
D’une simulation à l’autre et suivant le mode de discrétisation utilisé, les jonctions peuvent
êtres décrites de deux manières différentes. Chaque couple de dislocations en interaction peut
être remplacé localement par une ligne de dislocation sessile dont le vecteur de Burgers est la
somme vectorielle de ceux des dislocations initiales. Une autre possibilité consiste à immobiliser
les segments de dislocation qui se recouvrent le long de la direction de jonction. Ces deux solutions
sont strictement équivalentes en élasticité linéaire.

– La dernière étape est associée à la génération de crans et de décrochements le long des lignes
de dislocations, après que celle-ci se soit croisées. La modélisation de ces défauts de dimension
atomique ne peut être que phénoménologique à l’échelle mésoscopique. Leur contribution à l’écou-
lement plastique peut varier d’un matériau à l’autre et doit être traitée avec discernement. C’est
pourquoi des solutions très divergentes existent. Dans certaines travaux, la présence de ces défauts
est simplement négligée [103]. Cette solution semble correspondre à une réalité expérimentale,
au moins dans les matériaux CFC et CC et pour des conditions de déformation normales. Dans
la simulation de Zbib et col., [26], les crans sont décrits comme des points d’ancrage forts et
avec une force de traînage proportionnelle à l’énergie de formation et de migration des défauts
ponctuels (lacunes et interstitiels). Cela pourrait correspondre à une situation rencontrée lors de
déformations à grande vitesse. Dans la plupart des publications, cette question difficile est passée
sous silence !

Il faut noter qu’à aucun moment il n’est utile de définir un critère de destruction des jonctions2.
Comme le montrent les résultats de l’article reproduit à la suite de ce paragraphe, c’est le déplacement
sous contrainte des bras des dislocations parentes qui fixent la stabilité d’une jonction en augmentant
ou réduisant sa longueur. Dans le language imagé des simulations, on dit que la jonction se ‘zippe’ ou
se ‘dézippe’. La contrainte de destruction d’une jonction peut donc être calculée précisément dans le
cadre de l’élasticité linéaire, sans aucun paramètre ajustable.

1Les simulations de DD ont montré que le critère de Frank souvent utilisé lors de calculs analytiques est tout à fait
insuffisant. Il faut en pratique utiliser conjointement des expressions de l’énergie de ligne et des forces d’interactions
qui prennent en compte le caractère des dislocations en contact [45, 101, 102].

2Dans les premières simulations de DD, une contrainte moyenne de destruction des jonctions était définie. Comme
l’ont montré de nombreux travaux publiés ces dernières années, il était en fait inutile d’introduire ce paramètre
empirique.
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3. Règle locales et propriétés élémentaires des dislocations

3.2. Le glissement dévié

Une dislocation vis se déplaçant dans son plan de glissement primaire peut sous certaines conditions
changer de plan et partir dans un plan de déviation contenant son vecteur de Burgers. Souvent, après
avoir glissé d’une distance qui dépend des contraintes locales dans le solide, cette dislocation vis dévie
à nouveau pour revenir dans son plan primaire où la contrainte projetée est en moyenne la plus forte.
C’est le mécanisme de double glissement dévié.

Pour des dislocations parfaites dans un milieu continu, le glissement dévié (GD) se produit facile-
ment dès que la contrainte dans le plan de déviation, τd, est supérieure à la contrainte dans le plan
primaire, τp. Dans un cristal réel, les dislocations sont le plus souvent dissociées, et les mécanismes
mis en jeu sont plus complexes. La dissociation des dislocations vis en partielles impose préalablement
à toute déviation une constriction du coeur étendu et le franchissement d’une barrière d’énergie. Le
GD fait alors intervenir des mécanismes fondamentalement tridimensionnels et qui dépendent de la
structure de coeur des dislocations. Les modèles théoriques décrivant ce phénomène sont relativement
anciens et presque exclusivement issus de la théorie élastique.

Le GD mettant en jeu une restructuration de la structure de coeur des dislocations, la barrière
d’énergie correspondante est du bon ordre de grandeur pour que ce mécanisme soir thermiquement
activé. L’activité et l’importance du GD varie donc d’un matériau à l’autre suivant la structure de
coeur. Dans les cristaux CFC, la largeur de dissociation et l’énergie de ligne étant la même dans tous
les plans de glissement compacts {111}, le GD est indépendant du choix du plan d’origine et d’arrivée.
Ce cas est le plus simple et aussi le plus étudié dans la littérature. Il faut cependant garder à l’esprit
qu’il n’est pas le cas le plus commun. Dans beaucoup de matériaux, le GD implique des déviations
entre plans de glissement de natures cristallographiques différentes ou entre plans ayant des énergies
de faute ou des frictions de réseau différentes. Ces déviations non compactes sont observés par exemple
entre plans {111} et {100} dans les cristaux CFC aux moyennes et hautes températures, ou entre
plans basal et prismatique dans les cristaux HC. Pour une revue des différents modèles de GD et de
leur domaine d’application, on se reportera à [104, 105]. Ici, seul le modèle dit de Friedel-Escaig est
rappelé.

3.2.1. Le modèle de Friedel-Escaig

Le GD dans les cristaux CFC est généralement modélisé dans le cadre de l’élasticité isotrope à
l’aide des calculs d’Escaig [106, 107] basés sur un chemin de réaction proposé par Friedel [108]. Ce
chemin se décompose en deux étapes. Tout d’abord, il faut effectuer un pincement ponctuel, appelé
constriction, de la dislocation dissociée dans le plan primaire 3. Ensuite, la constriction se dissocie en
deux demi-constrictions limitant un segment de dislocation parfaite qui se dissocie immédiatement
dans le plan de déviation. La position de col de cette transition est atteinte pour une longueur critique
du segment dévié, tel qu’il devient énergétiquement favorable d’accroître le ruban de faute dans le
plan dévié. Le point essentiel de ce modèle est que l’énergie de déviation dépend uniquement des
contraintes sur les dislocations partielles.

Les principales causes d’incertitude du modèle de Friedel-Escaig viennent de l’approximation de la
tension de ligne pour le calcul des forces et d’une définition arbitraire de la largeur de dissociation
critique en dessous de laquelle une dislocation est supposée recombinée et parfaite. Cela introduit
dans l’énergie des constrictions, donnée par une formule de Stroh, un facteur non contôlé. Ces points
faibles ont été discutés par Saada [109], Duesbery [110] et Püschl [104].

3Ces constrictions pré-existent probablement le long des lignes de dislocation et leur nombre croît avec la déformation.
Elles peuvent être formées lors de l’intersection des dislocations et sont alors associées à des crans et décrochements.
Elles se trouvent naturellement aux noeuds triples bordant les jonctions. Chaque fois qu’une dislocation dévie ou
s’annihile avec une dislocation de signe opposé, des constrictions sont également formées sans possibilité d’être
éliminées.
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3. Règle locales et propriétés élémentaires des dislocations

Fig. 3.1.: Chemin réactionnel en trois étapes du glissement dévié dans les métaux CFC d’après Friedel-Escaig.

Un résultat important de ce modèle, qui n’est pas pris en compte dans les simulations de DD, est
ce qu’on appelle l’effet Escaig. Pour un état de contrainte donné, les forces de Peach-Koehler sur
les dislocations partielles ne sont pas en général identiques. Dans les cristaux CFC, les dislocations
se décomposent en deux Schokley avec des vecteurs de Burgers à ± 30◦ de la direction vis. Pour
une contrainte uniaxiale donnée, il est facile de vérifier que la contrainte projetée impose sur les
composantes vis des partielles une translation uniforme, alors que les forces sur les composantes coins
sont différentes et peuvent induire une élargissement ou un rétrécissement du ruban de faute. Ainsi,
l’énergie d’activation du GD est sensible à l’orientation de la contrainte appliquée [111].

3.2.2. Rôle du glissement dévié en plasticité

Dans une certaine mesure, le glissement dévié et la montée jouent un rôle similaire en plasticité. Ces
deux mécanismes confèrent aux dislocations des degrés de liberté supplémentaires en leur donnant la
possibilité de quitter leur plan de glissement. La principale différence entre ces deux mécanismes est
que le GD peut être activé mécaniquement et intervient même aux basses températures si la contrainte
locale est suffisamment forte. Le GD affecte de nombreuses manières le comportement collectif des
dislocations et la déformation plastique. Dans les métaux CFC, les contributions les plus importantes
dans les cristaux CFC sont :

– Le glissement dévié facilite l’annihilation entre dislocations vis d’un même système de glissement.
Il faut différentier les annihilations favorisées mécaniquement et intervenant entre dislocations
trés proches l’une de l’autre et les annihilations thermiquement assistées pouvant intervenir entre
dislocations plus éloignées lors de la restauration dynamique. La distance critique d’annihila-
tion entre deux dislocations vis de vecteurs de Burgers opposés, ys, est un paramètre clé des
lois d’évolutions des densités de dislocations pour les modèles de déformation monotone ou cy-
clique. En bon accord avec la théorie, il a été vérifié expérimentalement que ys est fonction de
la contrainte, de la température et de l’énergie de faute. Dans le cuivre à température ambiante,
ys = 50 − 60 nm [112]. Des résultats récents de simulations atomiques confirment qu’à cette
distance le GD est vraisemblablement activé thermiquement [113, 114].

– Dans les monocristaux CFC, la formation de cellules de dislocations n’intervient qu’au début du
stade III de la courbe de déformation, en raison de l’apparition de la restauration dynamique
associée au GD. On sait, en effet, depuis longtemps que la formation d’une structure de dislo-
cations organisée en 3-d suppose la contribution d’un mécanisme permettant une délocalisation
des dislocations en dehors de leur plan de glissement comme le GD ou la montée.

– Le double GD permet aux dislocations vis de contourner des obstacles comme les dislocations
répulsives ou les précipités. Ce mécanisme favorise aussi la multiplication des dislocations en
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formant des sources de Frank-Read, si les super-crans dans le plan de déviation sont peu mobiles.
De même le double GD favorise une homogénéisation de la déformation plastique en propageant
des dislocations dans les régions du cristal non déformées.

– Le GD relaxe les contraintes internes en permettant la formation de débris, boucles dipolaires,
fragments déviés, supercrans etc. Ces défauts stabilisent les configurations planaires de disloca-
tions en leur permettant d’abaisser leur énergie élastique. Inversement, ils contribuent à l’écrouis-
sage plastique en formant une forêt d’obstacles stables pour le mouvement des dislocations mo-
biles.

– Expérimentalement, les observations en topographie X et au MET montrent que des dislocations
peuvent être nucléées par GD près des surfaces libres. Ce phénomène a été interprété par Hazz-
ledine [69] et confirmé plus récemment par simulations atomiques [115]. L’effet conjugué d’un
chargement et de la force image, favorise sur certains système de glissement un effet Escaig qui
permet le déclenchement du GD et une bifurcation des dislocations glissant en direction de la
surface, vers l’intérieur du cristal. Dans les nanomatériaux, le fort rapport surface sur volume
favorise ce mécanisme.

On voit donc dans ce cas précis qu’une simulation de DD qui s’en tiendrait à la description de la
théorie élastique des dislocations n’aurait guère de sens. C’est pourquoi des règles locales spécifiques
au GD doivent être défini dans la DD.

3.2.3. Le glissement dévié dans la DD

Le mécanisme de GD est un phénomène local lié à la structure du coeur des dislocations (§ 3.2.1).
L’échelle mésoscopique n’est donc pas, à priori, adaptée à sa modélisation. La quasi-totalité des
simulations de DD utilise un jeu de règles locales proposé initialement par Kubin et col. [32, 47, 103].
Cette modélisation mesoscopique s’inspire directement du modèle de Friedel-Escaig4. Par exemple,
l’énergie d’activation dépend de l’énergie de faute du matériau considéré, des contraintes locales et
de la température. Le fait de prendre en compte le GD dans une simulation des CFC permet aussi
indirectement de définir une température de simulation.

Le mécanisme de GD est phénoménologiquement décomposé en trois étapes, géométrique, méca-
nique et stochastique.

1. Il faut tout d’abord identifier les segments qui peuvent potentiellement dévier car ils sont proches
de la direction vis. Le caractère des dislocations étant discrétisé, un segment a une très faible
probabilité de se trouver exactement dans la direction vis. C’est pourquoi il faut introduire dans
les simulations une tolérance angulaire sur les directions de ligne pouvant dévier. Celle-ci est
choisie, un peu arbitrairement, de l’ordre de ± 5◦. De même, il faut calculer la vraie longueur
effective, l, dans la direction vis et fixer un plan de déviation unique lorsque la section de
dislocation approximativement vis considéré est décrite à partir de plusieurs segments.

2. Il faut ensuite vérifier qu’il existe une force motrice pour la déviation. Le modèle de Friedel-
Escaig ne met en jeu que les contraintes sur les partielles. Via les facteurs de Schmid, ces
contraintes, sont transformées en contraintes équivalentes sur les plans de glissement et de
déviation. On vérifie donc que le rapport des contraintes projetées dans le plan dévié, τGD, et
dans le plan de glissement primaire, τG, est supérieur à une valeur critique :

τGD

τG
> χ (3.1)

L’amplitude de χ est une estimation des efforts s’exerçant sur une dislocation pour effectuer une
constriction. Cette quantité varie avec l’énergie de faute du matériau simulé. Pour l’aluminium,

4Les simulations de DD ne considèrent la plupart du temps que des dislocations parfaites. Cependant la modélisation
mésosocopique du glissement dévié permet de reproduire des propriétés spécifiquement liées à la dissociation des
dislocations.
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χ ≈ 1, 1 car le coeur des dislocations est compact. Pour le cuivre, les forces nécessaires pour
pincer le ruban de faute sont plus importantes. Une estimation sommaire conduit à χ ≈ 1, 6
[32].

3. Enfin, la cinétique de déviation est modélisée à l’aide d’une loi d’Arrhénius représentant la
probabilité de déviation :

P (l) = β
l

l0

∆t

∆t0
exp(

|τG| − τIII

S
) (3.2)

Cette expression définit la probabilité pour un segment vis de dislocation de longueur l de
changer de plan de glissement pendant un intervalle de temps, ∆t, sous une contrainte interne
locale τGD. β est une constante de normalisation et ∆t0, un temps de référence. La longueur
l0 représente la longueur critique de l’arc dévié. D’une part, aucun segment de longeur l < l0
ne peut dévier et, d’autre part, la probabilité de déviation est proportionnelle au nombre de
sites en compétition, l/l0. τIII est la cission critique qui marque le début du stade III sur la
courbe de traction des monocristaux, c’est-à-dire le début de la restauration dynamique. Cette
contrainte est représentative des états de chargement interne ou le glissement dévié devient facile.
S = kT/V est la sensibilité à la vitesse et V le volume d’activation du GD. Cette quantité peut
être déterminée expérimentalement. Dans le cas du cuivre, V ≈ 300 b3 [116]. Le paramètre
β∆t0/l0 est sont ajusté pour que la probabilité d’annihilation par GD de deux dislocations vis
distantes de la distance critique d’annihilation ys soit égale à 1 pendant un intervalle de temps
de simulation de quelques ∆t. Lors des simulations, la probabilité de GD sur un segment est
testée avec un schéma de Monte-Carlo classique.

Cet ensemble de règles peut être considéré comme une vision impressioniste du mécanisme de glis-
sement dévié. Il reflète, en fait l’état actuel des connnaissances car, même si des simulations atomiques
récentes ont confirmé les bases du modèle de Friedel-Escaig, il subsite de fortes incertitudes même
dans les CFC sur les valeurs des énergies d’activation, du volume d’activation et des paramètres nu-
mériques du modèle. C’est la raison pour laquelle il est souvent fait appel à des valeurs expérimentales
ou à des estimations d’ordre de grandeur pour calibrer les règles locales du GD.

3.2.4. Glissement dévié et plasticité des alliages intermétalliques

Dans le précédent paragraphe nous avons vu un exemple de règles locales utilisées en DD pour
décrire le GD à l’échelle mésoscopique. Cet exemple est important, car il est bien justifié théoriquement
dans les métaux CFC. Malheureusement, il n’en va pas de même pour des matériaux plus complexes
sur le plan chimique, où la mise en œuvre des règles du glissement dévié devient compliquée et
incertaine. Le GD est donc en pratique un mécanisme qui sélectionne les matériaux pouvant ou ne
pouvant pas encore être simulés en fonction des informations disponibles.

Un article sur l’étude de l’anomalie de comportement plastique dans Ni3Al conclut cette partie.
Cette étude réalisée en collaboration avec P. Veyssière et G. Saada s’inscrit dans la continuité des
études expérimentales conduites au LEM sur les alliages intermétalliques. Notre principal objectif
était d’identifier les propriétés élémentaires des dislocations à l’origine des anomalies du comporte-
ment plastique, limite élastique et durcissement d’écrouissage, dans Ni3Al. Ce travail a permis de
tester les modèles théoriques existants et de discuter leur réalisme en comparant d’une part les mi-
crostructures simulées à celles observées au MET et, d’autre part, la réponse mécanique simulée à
l’expérience. Les résultats montrent bien que lorsque les mécanismes élémentaires sont relativement
bien caractérisés aux échelles fines, des simulations de DD peuvent apporter des informations origi-
nales et difficiles à obtenir par d’autres moyens d’investigation.
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Le résultat le plus marquant est la mise en évidence de la compétition entre deux mécanismes qui
compensent l’épuisement de la densité de dislocations vis mobiles induit par la formation de nombreux
verrous de Kear-Wilsdorf (KW). Aux plus basses températures (c’est-à-dire au pied de l’anomalie de
la limite élastique), le mouvement des dislocations dans les plans octaédriques est entretenu par
l’expansion de grands décrochements présents dans la microstructure. En glissant, ces décrochements
détruisent (dézippent) les verrous de KW et créent de nouvelles longueurs de ligne glissiles. Aux plus
fortes températures, la fréquence de formation des verrous de KW augmente et les décrochements,
dont la hauteur a substantiellement diminué, ne peuvent plus se déplacer. La contrainte d’écoulement
doit alors augmenter jusqu’au niveau requis pour la destruction locale des verrous de KW. On observe
dans ce cas un mode de déplacement différent des dislocations dans la direction vis, par propagation
de doubles décrochements formés au cours du désancrage et de l’ancrage des verrous de KW.
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3. Règle locales et propriétés élémentaires des dislocations

3.3. Autres propriétés locales

Ce dernière partie traite de quelques propriétés élémentaires des dislocations qui, à ce jour, on reçu
encore peu d’attention.

Dans le cas des matériaux à faible énergie de faute, la largeur de dissociation entre partielles est
grande et l’existence d’effets de dissociation sur la stabilité des jonctions, la mobilité des lignes de
dislocation, la multiplication, etc, pourrait être examinée. Dans les alliages à très faible énergie de
faute, ou sous très forte contrainte dans beaucoup de matériaux, les dislocations partielles bougent
individuellement en trainant un défaut d’empilement. La contrainte critique pour le mouvement d’une
partielle isolée s’écrit simplement τc = γ/bp, où γ est l’énergie de défaut d’empilement et bp la norme
du vecteur de Burgers des partielles. Une dynamique de dislocations dissociées ou de dislocations par-
tielles individuelles est relativement simple à reproduire sur le plan conceptuel. Cependant, la prise en
compte des dissociations dans une DD entraîne des surcoûts de calculs importants qui ne pourraient
se justifier que pour des applications bien spécifiques [100, 117, 118]. A ce jour, il n’est pas certain
qu’il existe une réelle motivation scientifique pour ce genre d’étude.

Le mécanisme de montée des dislocations non-vis est non conservatif. Il repose sur un transport de
matière assuré par la diffusion de défauts ponctuels et ne peut donc intervenir qu’à relativement haute
température. La vitesse de montée est généralement beaucoup plus lente que celle du glissement, c’est
pourquoi il est difficile dans une même simulation de considérer simultanément les deux modes de
déplacement. Il n’existe à ce jour que très peu de modélisation mésoscopiques incluant l’effet de la
montée (que des simulations 2-d). Néanmoins, les solutions pour réaliser de telles modélisation, sans
être simples, sont évidentes. Il n’est naturellement pas possible de traiter ce mécanisme au niveau
atomique, mais le flux de défauts ponctuels sur une dislocation et la vitesse de montée qui en résulte
peuvent être modélisés dans le continu. Afin de calculer cette vitesse de montée, avec ou sans prise en
compte des effets de la contrainte sur la diffusion, il est possible d’utiliser un schéma similaire à celui
proposé par Chateau et al. [119] pour étudier la diffusion de l’hydrogène au coeur des dislocations.
De même, pourvu que l’on néglige la dynamique des crans formés le long des lignes de dislocations,
la description du mouvement des dislocations en dehors de leur plan de glissement est simple à re-
produire avec les modèles continus de discrétisation des lignes [120]. Il y aurait plusieurs objectifs
possibles pour une étude de la montée des dislocations à l’échelle mésoscopique : - la cinétique de
franchissement d’obstacles localisés stables, c’est-à-dire des précipités plutôt que des petits amas de
défauts ponctuels, - la détermination de la forme de la loi de vitesses mésosocopique, en particulier son
exposant de contrainte - la compétition entre glissement dévié et montée aux températures moyennes.

A l’heure actuelle, le mécanisme élémentaire le plus important qui reste à éclaircir concerne la
nucléation des dislocations, plus précisément leur nucléation hétérogène. Des dislocations peuvent
être nucléées en surface de couches minces épitaxiées ou de cristaux exempts de dislocations [121], sur
des défauts d’interfaces ou de joints de grains [122], en fond de fissure ou sous un nanoindenteur [123].
Les deux principaux domaines d’étude sont donc la transition ductile-fragile, et surtout la génération
des dislocations dans les matériaux nanostructurés. Ce type de problème a fait l’objet de nombreuses
études récentes à l’échelle atomique, mais on est encore assez loin de pouvoir en tirer une règle locale
systématique à l’échelle mésoscopique.
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CHAPITRE 4

Mobilité des dislocations et plasticité

4.1. Vitesse des Dislocations

La mobilité d’une dislocation isolée est modélisée de différentes manières en fonction de l’amplitude
de la contrainte appliquée sur la ligne de dislocation et de la nature de ses interactions avec le réseau
cristallin ou divers défauts, y compris d’autres dislocations. Une première approche consiste à examiner
le déplacement d’une ligne de dislocation isolée, rectiligne et infinie, dans un continuum élastique. Pour
une dislocation vis, en l’absence de dissipation et dans le cadre de l’élasticité isotrope, les conditions
d‘équilibre dynamique sur la ligne se réduisent à une équation de la forme [21, 41] :

∆u =
1

ct
2

∂2u
∂t2

, (4.1)

où ct = (µ/ρo)1/2 est la vitesse d’une onde de cisaillement transverse, qui est égale à la vitesse du
son dans un cristal élastique isotrope, et ρo est la densité du milieu. Pour une vitesse uniforme, v,
les solutions de l’équation 4.1 ont un comportement de type relativiste et l’énergie élastique totale
diverge comme (1− v2/c2

t ) lorsque v = ct. On peut alors attribuer aux dislocations une masse effec-
tive, mo = W/c2

t ≈ ρob
2 par unité de longueur. En fait, les dislocations ont une faible inertie, car

cette masse au repos est approximativement égale à la masse d’une rangée d’atomes de même longueur.

Au cours de son déplacement, une dislocation dissipe de l’énergie via différents mécanismes, dont
l’importance relative et la nature varient suivant que v est proche ou non de la vitesse limite ct.
Classiquement, on différencie les régimes plastiques dits “dynamiques” des régimes “quasi-statiques”,
la frontière entre les deux se situant approximativement à v ≈ ct/2 ≈ 103 ms−1. Pour une dislocation
qui se déplace dans le régime dynamique, il faut tenir compte des effets intertiels et il existe deux
principaux modes de dissipation. Le premier a pour origine le rayonnement de modes de phonons
par les dislocations qui accélèrent ou oscillent. Le second est lié aux interactions entre le champ de
déplacement de la dislocation et les modes de phonons du cristal. On trouve une discussion détaillée
de ces mécanismes dans les ouvrages de Weertman et Weertman [124], Alshits et Indenbom [91] et
Hirth et Lothe [21]. Ces régimes dynamiques sont observés lors d’essais de déformation par chocs ou
à de très grande fréquences d’oscillation, près d’une fissure qui se propage en mode fragile, ou encore
localement lorsque deux dislocations s’attirent fortement à courte distance, pour s’annihiler ou former
une jonction.
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4. Mobilité des dislocations et plasticité

τ (MPa)

v 
(m

/s
)

Fig. 4.1.: Mesures expérimentales de la mobilité des dislocations dans différents matériaux et à la température
ambiante (excepté pour Ge (450̊ C) et Si (850̊ C)) (d’après [125]). Ces mesures ont été effectuées par
attaque chimique de la surface de monocristaux, entre deux applications d’une contrainte contrôlée
pendant un très court intervalle de temps.

Pour les dislocations qui se déplacent à v < ct/2, les effets d’inertie et de rayonnement deviennent
négligeable. En l’absence d’obstacle forts (ou entre deux obstacles forts), ce sont les mécanismes de
frottement visqueux induits par les phonons, (‘phonon drag’), qui deviennent prépondérants. Comme
cela a déjà été mentionné plutôt, une vitesse de ct/2 correspond à une distance de 10 nm parcourue
en 10−11 s. Les échelles de longueurs et de temps des simulations de DD entrent donc en majorité
dans cette classe de problème.

Par opposition avec les hypothèses simplificatrices utilisées ci-dessus, les vraies dislocations ne sont
pas de longueur infinie, ne sont pas isolées et interagissent avec différents types d’obstacles. D’un
matériau à l’autre, on mesure une grande diversité de relations contrainte-vitesse, comme illustré par
la figure 4.1. Aux très faibles vitesses, un rapport constant entre vitesse et contrainte imposée (cf. la
courbe de NaCl) est la manifestation d’interactions entre dislocations et obstacles au voisinage de la
limite élastique. Pour les matériaux à faible limite d’élasticité, l’interaction avec les phonons ne se
manifeste qu’au-delà de v = 10−3ct ≈ 1 ms−1. Pour les matériaux où il existe une forte friction de
réseau, comme Si, les métaux CC et Fe-Si sur la figure 4.1, cette transition est décalée vers les plus
grandes vitesses et surtout les plus fortes contraintes. Ces comportements sont fréquemment décrits
de manière phénoménologique sous la forme de lois puissance. Dans le cadre d’une approche plus
physique, il est utile de distinguer trois régimes de vitesse :

1. En l’absence de friction de réseau et pendant qu’une dislocation se déplace librement entre
deux obstacles, sa vitesse est essentiellement contrôlée par ses interactions avec les modes de
phonons. En présence d’une ‘forêt’ de dislocations, ou d’autres obstacles localisés, le mouvement
des dislocations est saccadé et consiste en une alternance de temps d’arrêt devant les obstacles
et de temps de vols entre ces mêmes obstacles. Le rapport temps d’attente sur temps de vol
peut varier très sensiblement suivant la vitesse imposée aux dislocations. Dans le régime quasi-
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4. Mobilité des dislocations et plasticité

statique, il est très grand et la vitesse instantanée d’une dislocation mobile peut être notablement
supérieure à sa vitesse moyenne. Le temps d’attente qui gouverne la vitesse moyenne est de
nature thermiquement activée si les obstacles sont suffisamment forts et localisés (amas de
défauts ponctuels, petits précipités cohérents . . .), ou de nature purement mécanique dans le
cas contraire. Les matériaux généralement choisis pour étudier ce régime sont les métaux CFC
purs (cf. Chapitre 5).

2. En présence d’une forte friction de réseau, le déplacement des dislocations est essentiellement
contrôlé par des mécanismes élémentaires thermiquement activés, qui favorisent le franchisse-
ment des vallées de Peierls. En l’absence de mécanisme additionnel d’ancrage des dislocations,
le mouvement des dislocations est en apparence régulier à toute échelle supérieure à l’échelle
atomique. Il n’existe pratiquement pas de différence entre vitesses instantanée et moyenne des
dislocations. Les métaux entrant dans cette catégorie sont typiquement de structure CC ou HC.
L’exemple du zirconium est présenté en détail dans la suite de ce Chapitre (cf. Section 4.2.2).

3. Finalement, les matériaux réels peuvent contenir une grande diversité d’obstacles extrinsèques
limitant la mobilité des dislocations de différentes manières. Le durcissement associé à ces obs-
tacles a favorisé le développement de nombreux modèles dans le cadre de la théorie élastique (ces
modèles peuvent donc tous être testés par DD). Les modèles les plus importants sont relatifs
aux effets d’alliage [126, 127, 128] et de durcissement structural par précipitation [129, 130, 131].
Le problème de l’interaction entre dislocations et joints de grains ou de phases entre aussi dans
cette catégorie ; c’est sans doute le moins bien connu [122]. Une discussion sur ce dernier point,
consacrée au cas des matériaux nanostructurés, est donnée en fin de ce mémoire, dans mon
Projet de Recherche (Chapitre 7).

4.2. Matériaux à forte friction de réseau

Dans certains matériaux, la moilité des dislocations est très faible en raison de leur forte inter-
action avec le réseau cristallin. Celle-ci gouverne alors le comportement plastique. Ces situations se
rencontrent dans le cas de liaisons non-métalliques directionnelles ou, dans certains métaux, lorsque
la structure de coeur est étalée de manière tridimensionnelle. On observe dans ces conditions des pro-
priétés mécaniques spécifiques, très différentes de celles qui sont rencontrées dans les métaux CFC.
Comme les interactions entre dislocations et réseau cristallin prédominent vis-à-vis des interactions
entre dislocations, aucune formation de structures de dislocations organisées n’est observée dans une
large gamme de températures, de vitesses de déformation et de déformation.

4.2.1. Plasticité des métaux CC à froid

En dessous d’une température de l’ordre de 0, 10− 0, 15 TF , où TF est la température de fusion, la
déformation plastique des métaux CC est gouvernée par la structure de cœur des dislocations vis. Il
faut de fortes contraintes pour rendre glissiles les cœurs de ces dislocations qui sont étalés, faiblement
mais de manière simultanée, sur plusieurs plans de glissement.

Débutées en 1997, à l’initiative de G. Canova, mes recherches sur ces matériaux se sont focalisées
sur le problème du durcissement de la forêt, c’est-à-dire la relation entre contrainte et densité de
dislocations. Le résultat le plus marquant est que la relation usuelle entre contrainte et racine carrée
de la densité (équation 5.1), n’est plus valable dans les métaux CC à basse température. En accord
avec l’expérience, la relation trouvée est plus complexe et met en jeu deux termes. Le premier est
linéaire et lié aux effets de tension de ligne, le second est logarithmique et trouve son origine dans la
mobilité des segments de dislocation vis, qui est proportionnelle à leur longueur. Un article résumant
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4. Mobilité des dislocations et plasticité

les principaux résultats des simulations et la modélisation du mécanisme de la forêt est reproduit en
annexe de ce mémoire (cf. Annexe B4).

4.2.2. Déformation plastique du zirconium monocristallin

Dans le cadre du stage post-doctoral de G. Monnet, j’ai entrepris en 2001 la modélisation des
mécanismes de déformation plastique des matériaux hexagonaux de transition qui ont pour plan de
glissement préférentiel le plan prismatique, notamment le titane et le zirconium. Dans ces métaux,
comme dans les cristaux CC, la structure de coeur particulière des dislocations vis induit une force
de friction de réseau [132]. On dispose d’observations expérimentales sur les microstructures de dislo-
cations et les propriétés mécaniques, certaines assez anciennes et d’autres plus récentes. Cependant,
les mécanismes de dislocations sont assez mal connus (durcissement de la forêt pour les différents
systèmes de glissement actifs, effet des impuretés interstitielles sur la mobilité des dislocations, etc).
L’objectif de ce travail est ‘d’éduquer’ une simulation mésoscopique de manière à reproduire à la
fois les microstructures et le comportement mécanique du zirconium, qui est choisi comme matériau
modèle.

Les premiers résultats de cette étude ont porté sur la force des interactions entre dislocations.
De façon inattendue, la simulation de DD, qui capture suffisamment d’ingrédients physiques pour
reproduire des microstructures de dislocations réalistes, ne conduit qu’à un durcissement d’écrouissage
quasiment nul. Une étude systématique a montré, en effet, que la nature des interactions entre systèmes
de glissement prismatique-prismatique, pyramidal-pyramidal et prismatique-pyramidal, ne suffit pas
pour expliquer directement les comportements mécaniques observés expérimentalement. Cette étude
s’oriente aujourd’hui vers l’étude de mécanismes alternatifs de durcissement, basés sur la formation
de crans sur les dislocations. D’autres domaines abordés sont les effets d’alliage (passage du zirconium
au Zircaloy) et la prise en compte à l’échelle mésoscopique de défauts d’irradiation.
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re
.
T
w
o
o
ri
g
in
a
l
a
sp
ec
ts
o
f
th
e
si
m
u
la
ti
o
n
m
et
h
o
d
a
re

d
is
cu
ss
ed
,
th
e
tr
ea
tm

en
t
o
f
th
e
h
cp

la
tt
ic
e

b
y
a
n
o
rt
h
o
rh
o
m
b
ic
re
p
re
se
n
ta
ti
o
n
a
n
d
th
e
u
se

o
f
p
er
io
d
ic
b
o
u
n
d
a
ry

co
n
d
it
io
n
s.
T
h
e
m
o
b
il
it
y
o
f
sc
re
w
a
n
d
n
o
n
-s
cr
ew

se
g
m
en
ts
a
re

d
efi
n
ed

in
a
p
h
en
o
m
en
o
lo
g
ic
a
l
m
a
n
n
er
.
D
iff
er
en
t
in
v
es
ti
g
a
ti
o
n
s
o
n
th
e
in
te
ra
ct
io
n
s
b
et
w
ee
n
d
is
lo
ca
ti
o
n
s
g
li
d
in
g
in

d
iff
er
en
t
p
ri
s-

m
a
ti
c
p
la
n
es

sh
o
w

th
a
t
n
o
ju
n
ct
io
n
is
fo
rm

ed
b
et
w
ee
n
in
te
rs
ec
ti
n
g
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s,
w
h
ic
h
re
su
lt
s
in

a
ra
th
er

sm
a
ll
fo
re
st

h
a
rd
-

en
in
g
a
t
lo
w

te
m
p
er
a
tu
re
.
T
h
is

ex
p
la
in
s
ex
p
er
im

en
ta
l
o
b
se
rv
a
ti
o
n
s
o
f
a
n
in
it
ia
l
d
ef
o
rm

a
ti
o
n
st
a
g
e
w
it
h
a
lo
w

st
ra
in

h
a
rd
en
in
g

co
effi

ci
en
t
in

zi
rc
o
n
iu
m

o
r
ti
ta
n
iu
m

cr
y
st
a
ls
a
t
lo
w

te
m
p
er
a
tu
re
.

�
2
0
0
4
A
ct
a
M
a
te
ri
a
li
a
In
c.

P
u
b
li
sh
ed

b
y
E
ls
ev
ie
r
L
td
.
A
ll
ri
g
h
ts

re
se
rv
ed
.

K
ey
w
o
rd
s:

D
is
lo
ca
ti
o
n
d
y
n
a
m
ic
s;
S
tr
a
in

h
a
rd
en
in
g
;
P
ri
sm

a
ti
c
sl
ip
;
S
im

u
la
ti
o
n
;
Z
ir
co
n
iu
m

1
.
In
tr
o
d
u
ct
io
n

T
h
e
p
re
se
n
t
p
a
p
er

is
d
ev
o
te
d
to

a
si
m
u
la
ti
o
n
st
u
d
y
o
f

fo
re
st

a
n
d

st
ra
in

h
a
rd
en
in
g

in
zi
rc
o
n
iu
m

cr
y
st
a
ls

d
e-

fo
rm

in
g
b
y
p
ri
sm

a
ti
c
sl
ip
.
T
h
e
p
la
st
ic
d
ef
o
rm

a
ti
o
n
o
f
Z
r

si
n
g
le
cr
y
st
a
ls
h
a
s
b
ee
n
th
e
o
b
je
ct

o
f
m
a
n
y
ea
rl
y
st
u
d
ie
s.

W
h
a
te
v
er

th
e
te
m
p
er
a
tu
re
,
p
ri
sm

a
ti
c
sl
ip

is
th
e
d
o
m
i-

n
a
n
t
d
ef
o
rm

a
ti
o
n

m
o
d
e

[1
].

S
ec
o
n
d
a
ry

d
ef
o
rm

a
ti
o
n

m
o
d
es

a
re

m
ec
h
a
n
ic
a
l
tw

in
n
in
g
a
t
lo
w

te
m
p
er
a
tu
re

[2
],

a
n
d
b
a
sa
l
a
n
d
hc

þ
ai

sl
ip

a
t
h
ig
h
te
m
p
er
a
tu
re

[3
].
In

a
d
d
it
io
n
,
p
y
ra
m
id
a
l
sl
ip

is
so
m
et
im

es
o
b
se
rv
ed

a
n
d
it
s

a
ct
iv
it
y
in
cr
ea
se
s
w
it
h

in
cr
ea
si
n
g
te
m
p
er
a
tu
re

[6
].
T
h
e

co
n
d
it
io
n
s
fo
r
th
e
o
p
er
a
ti
o
n
o
f
th
es
e
h
a
rd

sl
ip

m
o
d
es

a
re

p
o
o
rl
y
k
n
o
w
n
,
es
p
ec
ia
ll
y
a
t
lo
w

te
m
p
er
a
tu
re
s,

a
s
il
lu
s-

tr
a
te
d

b
y
co
n
ti
n
u
u
m

m
o
d
el
s
fo
r
p
o
ly
cr
y
st
a
l
p
la
st
ic
it
y

a
n
d

te
x
tu
re

si
m
u
la
ti
o
n
s
(s
ee

e.
g
.
[4
,5
])
.
In

th
e
p
re
se
n
t

st
u
d
y
,
w
e
ex
cl
u
si
v
el
y
co
n
si
d
er

d
is
lo
ca
ti
o
n

g
li
d
e
in

th
e

p
ri
sm

a
ti
c
p
la
n
es
.

In
zi
rc
o
n
iu
m
,
a
s
w
el
l
a
s
in

ti
ta
n
iu
m
,
w
h
ic
h
b
eh
a
v
es

in
q
u
it
e
a

si
m
il
a
r
m
a
n
n
er
,
th
e
fl
o
w

st
re
ss

is
st
ro
n
g
ly

te
m
p
er
a
tu
re

d
ep
en
d
en
t
[7
–
9
]
a
n
d
th
e
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re
s
o
f

d
ef
o
rm

ed
sp
ec
im

en
s
m
a
in
ly

co
n
ta
in

lo
n
g
a
n
d

st
ra
ig
h
t

sc
re
w

se
g
m
en
ts

[6
]
(s
ee

a
ls
o
[1
0
]
a
n
d
re
fe
re
n
ce
s
th
er
ei
n

fo
r
in

si
tu

st
u
d
ie
s
o
f
p
ri
sm

a
ti
c
sl
ip

in
se
v
er
a
l
h
cp

m
et
a
ls

b
y
tr
a
n
sm

is
si
o
n
el
ec
tr
o
n
m
ic
ro
sc
o
p
y
).

A
to
m
is
ti
c
si
m
u
-

la
ti
o
n
s
sh
o
w
in
g
a
th
re
e-
d
im

en
si
o
n
a
l
sp
re
a
d
o
f
th
e
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
co
re
s
[1
1
,1
2
],
a
ls
o
co
n
fi
rm

th
e
p
re
se
n
ce

o
f
a

si
g
n
ifi
ca
n
t
la
tt
ic
e
fr
ic
ti
o
n
o
n
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s.

A
t
th
e

m
es
o
sc
a
le
,
th
e
m
o
b
il
it
y

o
f
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
a
n
d

it
s

te
m
p
er
a
tu
re

a
n
d
st
ra
in

ra
te

d
ep
en
d
en
ci
es

ca
n
b
e
m
o
d
-

el
ed

in
te
rm

s
o
f
th
e
k
in
k
-p
a
ir
m
ec
h
a
n
is
m

[1
3
],
em

b
ed
d
ed

in
to

th
e
fr
a
m
ew

o
rk

o
f
th
er
m
a
ll
y
a
ct
iv
a
te
d
d
ef
o
rm

a
ti
o
n

[1
4
].

A
n
o
th
er

co
n
tr
ib
u
ti
o
n

to
d
is
lo
ca
ti
o
n

m
o
b
il
it
ie
s

st
em

s
fr
o
m

a
ra
th
er

st
ro
n
g
se
n
si
ti
v
it
y
to

tr
a
ce

a
m
o
u
n
ts

o
f
in
te
rs
ti
ti
a
l
im

p
u
ri
ti
es
,
th
e
o
ri
g
in

o
f
w
h
ic
h
h
a
s
n
o
t
y
et

b
ee
n
cl
a
ri
fi
ed

[7
–
9
,1
5
].

T
h
es
e
a
sp
ec
ts

ca
n
n
o
t
b
e
in
v
es
ti
g
a
te
d

a
t
th
e
m
es
o
-

sc
o
p
ic

sc
a
le

a
n
d
w
il
l
b
e
co
n
si
d
er
ed

in
w
h
a
t
fo
ll
o
w
s
a
s

in
p
u
t
p
ro
p
er
ti
es
.
O
n
th
e
o
th
er

h
a
n
d
,
st
ra
in

h
a
rd
en
in
g

p
ro
p
er
ti
es

a
re

re
la
te
d
to

d
is
lo
ca
ti
o
n
in
te
ra
ct
io
n
s,

w
h
ic
h

ca
n

b
e
tr
ea
te
d

w
it
h
in

a
n

el
a
st
ic

fr
a
m
ew

o
rk

a
n
d

a
re
,

th
er
ef
o
re
,
su
it
ed

fo
r
m
es
o
sc
a
le

a
n
a
ly
se
s.

In
th
e
a
b
se
n
ce

o
f
ex
p
er
im

en
ta
l
d
a
ta

o
n
p
u
re

m
a
te
ri
a
l,

d
is
lo
ca
ti
o
n

d
y
n
a
m
ic
s

(D
D
)

si
m
u
la
ti
o
n
s

sp
ec
ifi
ca
ll
y

*
C
o
rr
es
p
o
n
d
in
g
a
u
th
o
r.
P
re
se
n
t
a
d
d
re
ss
:
E
D
F
–
M
M
C
,
A
v
en
u
e
d
es

R
en
a
rd
i� e
re
s,

7
7
8
1
8
M
o
re
ts
u
r
L
o
in
g
,
F
ra
n
ce
.
T
el
.:
+
3
3
-1
-4
6
-7
3
-4
4
-4
9
;

fa
x
:
+
3
3
-1
-4
6
-7
3
-4
1
-5
5
/6
0
-7
3
-6
8
-8
9
.

1
3
5
9
-6
4
5
4
/$
3
0
.0
0
�

2
0
0
4
A
ct
a
M
a
te
ri
a
li
a
In
c.

P
u
b
li
sh
ed

b
y
E
ls
ev
ie
r
L
td
.
A
ll
ri
g
h
ts

re
se
rv
ed
.

d
o
i:
1
0
.1
0
1
6
/j
.a
ct
a
m
a
t.
2
0
0
4
.0
5
.0
4
8

A
ct
a
M
a
te
ri
a
li
a
5
2
(2
0
0
4
)
4
3
1
7
–
4
3
2
8

w
w
w
.a
ct
a
m
a
t-
jo
u
rn
a
ls
.c
o
m



v
ir
tu
a
l
ex
te
n
d
ed

cr
y
st
a
l
su
ch

th
a
t
a

d
is
lo
ca
ti
o
n

lo
o
p

ex
p
a
n
d
in
g
fr
o
m

it
s
ce
n
te
r
g
et
s
a
n
n
ih
il
a
te
d
w
h
en

re
a
ch
-

in
g
it
s
b
o
u
n
d
a
ri
es
.
A
s
a
re
su
lt
,
th
e
d
im

en
si
o
n
s
o
f
th
is

v
ir
tu
a
l
cr
y
st
a
l
ca
n
b
e
a
d
ju
st
ed

b
y
se
le
ct
in
g
a
d
eq
u
a
te

ce
ll

d
im

en
si
o
n
s
fo
r
a
g
iv
en

sl
ip

sy
st
em

in
o
rd
er

to
im

p
o
se

a
n
y
p
re
sc
ri
b
ed

se
lf
-a
n
n
ih
il
a
ti
o
n
d
is
ta
n
ce
.

D
u
e
to

th
e
h
ig
h

P
ei
er
ls

st
re
ss
,
it

is
n
o
t
p
o
ss
ib
le

to

si
m
u
lt
a
n
eo
u
sl
y
a
ct
iv
a
te

th
e
th
re
e
p
ri
sm

a
ti
c
sl
ip

sy
st
em

s

in
si
n
g
le

cr
y
st
a
ls
.
T
h
en
,
it

is
su
ffi
ci
en
t
to

co
n
tr
o
l
o
n
ly

tw
o

m
ea
n
-f
re
e

p
a
th
s.

F
o
r

in
st
a
n
ce
,
w
it
h

a
n

o
rt
h
o
-

rh
o
m
b
ic

si
m
u
la
ti
o
n

ce
ll

o
f
re
d
u
ce
d

d
im

en
si
o
n
s
N
x
¼

N
y
¼

3
=
2
N
z
¼

3
5
6
4
,
a
n
d
w
it
h
a D

D
¼

0
:3
4
3
�
1
0
�
8
m
,
th
e

so
lu
ti
o
n
s
o
f
E
q
.
(4
)
a
re

(u
¼

0
,
v
¼

�
2
,
w
¼

3
)
a
n
d

(u
¼

�
2
,
v
¼

0
,
w
¼

3
),

fo
r
sh
o
rt

n
o
n
-s
cr
ew

se
g
m
en
ts

p
ro
p
a
g
a
ti
n
g

a
lo
n
g

th
e

sc
re
w

d
ir
ec
ti
o
n

in
th
e

tw
o

p
ri
sm

a
ti
c
p
la
n
es

P I
¼

ð0
� 1
1
0
Þ½2

� 1
� 1
0
�a

n
d
P I

II
¼

ð� 1
1
0
0
Þ

½� 1
� 1
2
0
�,
re
sp
ec
ti
v
el
y
.
T
h
e
m
ea
n

fr
ee
-p
a
th

h
a
s
th
en

th
e

sa
m
e
v
a
lu
e
in

th
e
tw

o
sy
st
em

s,
k
¼

2
ffiffiffi 2

p
N
xa

D
D
�

3
4
lm

.

T
h
es
e
v
a
lu
es

a
re

th
e
o
n
es

a
d
o
p
te
d
in

th
is

w
o
rk

fo
r
th
e

st
u
d
y
o
f
d
u
p
le
x
sl
ip

in
p
ri
sm

a
ti
c
p
la
n
es

(c
f.
S
ec
ti
o
n
3
.2
).

3
.
M
o
b
il
it
y
la
w
s

3
.1
.
S
cr
ew

d
is
lo
ca
ti
o
n
s

A
ty
p
ic
a
l
A
rr
h
en
iu
s

fo
rm

su
it
ed

fo
r

re
p
re
se
n
ti
n
g

d
is
lo
ca
ti
o
n
m
o
ti
o
n
b
y
a
k
in
k
-p
a
ir
m
ec
h
a
n
is
m

is
w
ri
tt
en

[1
4
]:

vð
s�
;T

Þ¼
v 0

l l 0
ex
p

� �
D
G
ðs

� Þ
kT

� ;
ð5
Þ

w
h
er
e,

v
is

th
e
v
el
o
ci
ty

o
f
a
st
ra
ig
h
t
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n

se
g
m
en
t
o
f
le
n
g
th

l
b
et
w
ee
n

st
ro
n
g
o
b
st
a
cl
es

to
k
in
k

m
o
ti
o
n
,
D
G
ðs

� Þ
is

th
e
a
ct
iv
a
ti
o
n
fr
ee
-e
n
er
g
y
u
n
d
er

th
e

eff
ec
ti
v
e
sh
ea
r
st
re
ss

s�
a
t
th
e
a
b
so
lu
te

te
m
p
er
a
tu
re

T
a
n
d
k
is

th
e
B
o
lt
zm

a
n
n
’s

co
n
st
a
n
t.
T
h
e
v
el
o
ci
ty

v 0
is

a

co
n
st
a
n
t,

w
h
ic
h
in
cl
u
d
es

a
D
eb
y
e
fr
eq
u
en
cy

a
n
d
o
th
er

te
rm

s
[3
0
],
a
n
d
l 0
is
a
sc
a
li
n
g
le
n
g
th
.
T
h
e
p
ro
p
o
rt
io
n
a
li
ty

o
f
th
e
v
el
o
ci
ty

to
th
e
se
g
m
en
t’
s
le
n
g
th

a
cc
o
u
n
ts

fo
r
th
e

n
u
m
b
er

o
f
p
o
te
n
ti
a
l
n
u
cl
ea
ti
o
n
si
te
s
in

co
m
p
et
it
io
n
fo
r

ea
ch

k
in
k
-p
a
ir

n
u
cl
ea
ti
o
n

ev
en
t.

T
h
e
p
re
fa
ct
o
r
is

n
o
t

st
ri
ct
ly

sp
ea
k
in
g
a
co
n
st
a
n
t,
b
u
t
it
s
v
a
ri
a
ti
o
n
s
a
re

n
eg
-

li
g
ib
le

a
s
co
m
p
a
re
d
to

th
o
se

o
f
th
e
ex
p
o
n
en
ti
a
l
te
rm

.

F
o
ll
o
w
in
g

a
m
et
h
o
d

p
re
v
io
u
sl
y

d
ev
el
o
p
ed

fo
r
th
e

si
m
u
la
ti
o
n

o
f

D
is
lo
ca
ti
o
n

d
y
n
a
m
ic
s

in
b
cc

m
et
a
ls

[2
9
,3
0
],
u
se

w
a
s
m
a
d
e
o
f
a
p
h
en
o
m
en
o
lo
g
ic
a
l
fo
rm

fo
r

th
e
a
ct
iv
a
ti
o
n
fr
ee

en
er
g
y
a
ss
o
ci
a
te
d
w
it
h
d
is
lo
ca
ti
o
n
–

o
b
st
a
cl
e
in
te
ra
ct
io
n
s
[3
1
]:

D
G
ðs

� Þ
¼

D
G

0
1� �

s� s 0�
� p�

q

;
ð6
Þ

D
G

0
is

th
e
to
ta
l
a
ct
iv
a
ti
o
n

fr
ee

en
er
g
y
,
s 0

th
e
P
ei
er
ls

st
re
ss

a
t
0
K

a
n
d
p
a
n
d
q
a
re

fr
ee

p
a
ra
m
et
er
s.

T
h
e
u
n
-

k
n
o
w
n

p
a
ra
m
et
er
s
in

E
q
s.

(5
)
a
n
d

(6
)
w
er
e
fi
tt
ed

to
ex
p
er
im

en
ta
l
d
a
ta

o
n
si
n
g
le

cr
y
st
a
ls

o
b
ta
in
ed

b
y
M
il
ls

a
n
d
C
ra
ig

[8
].
W
e
o
b
ta
in
ed
:
v 0

¼
1
6
0
0
m
/s
,
l 0

¼
5
lm

,

p
¼

0
:7
5
7

a
n
d

q
¼

1
:0
7
5
.
s 0

¼
2
6
2

M
P
a
¼
5
.8
�
1
0
�
3
l

(w
h
er
e
l
¼

4
5
G
P
a
is

th
e
sh
ea
r
m
o
d
u
lu
s
o
f
zi
rc
o
n
iu
m

ex
tr
a
p
o
la
te
d
a
t
th
e
a
b
so
lu
te

ze
ro

o
f
te
m
p
er
a
tu
re
).
T
h
e

to
ta
l
a
ct
iv
a
ti
o
n

en
er
g
y

is
D
G

0
¼

1
:0
6

eV
,
o
r
0
:1
2
l
b3

(w
it
h
a
b
a
sa
l
B
u
rg
er
s
v
ec
to
r
b
¼

0
:3
2
3
n
m
).
T
h
es
e
v
a
lu
es

a
re

in
a
g
re
em

en
t
w
it
h
ex
p
er
im

en
ta
l
d
et
er
m
in
a
ti
o
n
s
[7
,8
]

a
n
d
th
e
re
d
u
ce
d
v
a
lu
es

a
re

o
f
sa
m
e
o
rd
er

o
f
m
a
g
n
it
u
d
e

a
s
th
o
se

fo
u
n
d
in

b
cc

m
et
a
ls
[2
9
,3
0
].

In
th
e
p
re
se
n
t
w
o
rk
,
w
e
a
ss
u
m
ed

th
a
t
th
e
eff
ec
t
o
f

in
te
rs
ti
ti
a
l
im

p
u
ri
ti
es

p
re
se
n
t
in

th
e
m
a
te
ri
a
l
te
st
ed

b
y

M
il
ls

a
n
d

C
ra
ig

[8
],

w
h
ic
h

is
a
b
o
u
t
1
2
0
0
w
t.

p
p
m
,
is

in
co
rp
o
ra
te
d
in
to

th
e
a
b
o
v
e
st
re
ss

v
s.

v
el
o
ci
ty

la
w

fo
r

sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s.

In
T
i
o
r
Z
r,

it
w
a
s
sh
o
w
n
b
y
T
y
so
n

[3
3
]
(s
ee

a
ls
o
[9
])
th
a
t
th
er
e
is

n
o
n
et

el
a
st
ic

in
te
ra
ct
io
n

en
er
g
y
b
et
w
ee
n
a
p
er
fe
ct

sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
a
n
d
a
so
lu
te

a
to
m

in
d
u
ci
n
g
a
te
tr
a
g
o
n
a
l
d
is
to
rt
io
n
.
It

h
a
s
b
ee
n
su
g
-

g
es
te
d

th
a
t
th
e
in
te
ra
ct
io
n

b
et
w
ee
n

sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s

a
n
d
in
te
rs
ti
ti
a
l
so
lu
te
s
is
ch
em

ic
a
l
in

n
a
tu
re

a
n
d
in
d
u
ce
s

a
m
o
d
ifi
ca
ti
o
n
o
f
th
e
co
re

st
ru
ct
u
re

o
f
sc
re
w
d
is
lo
ca
ti
o
n
s

a
n
d

o
f
th
e
re
su
lt
in
g
en
er
g
et
ic

o
f
k
in
k
-p
a
ir

n
u
cl
ea
ti
o
n

ra
te
,
w
h
er
ea
s
p
ro
p
a
g
a
ti
n
g
k
in
k
s
p
ro
b
a
b
ly

a
ls
o
in
te
ra
ct

w
it
h
so
lu
te

a
to
m
s.
T
h
es
e
h
y
p
o
th
es
es
,
w
h
ic
h
h
a
v
e
n
o
t
y
et

b
ee
n
co
n
fi
rm

ed
b
y
a
to
m
is
ti
c
si
m
u
la
ti
o
n
s,
a
re

im
p
li
ci
t
in

th
e
p
re
se
n
t
tr
ea
tm

en
t
o
f
th
e
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
v
el
o
ci
ti
es
.

3
.2
.
N
o
n
-s
cr
ew

se
g
m
en
ts

T
h
e
n
o
n
-s
cr
ew

se
g
m
en
ts

h
a
v
e
a
m
u
ch

la
rg
er

m
o
b
il
it
y

th
a
n
th
e
sc
re
w

o
n
es
,
a
s
ex
p
er
im

en
ta
ll
y
a
tt
es
te
d
b
y
th
e

h
ig
h
ly

a
n
is
o
tr
o
p
ic
sh
a
p
es

o
f
ex
p
a
n
d
in
g
d
is
lo
ca
ti
o
n
lo
o
p
s

(c
f.
S
ec
ti
o
n
4
.2

a
n
d
F
ig
.
3
(c
))
.
T
h
is

in
d
ic
a
te
s
th
a
t
th
ei
r

in
te
ra
ct
io
n
w
it
h
in
te
rs
ti
ti
a
l
so
lu
te
s
h
a
s
a
w
ea
k
er

eff
ec
t
o
n

th
ei
r
m
o
b
il
it
y
th
a
n
th
e
P
ei
er
ls
fo
rc
e
h
a
s
o
n
th
e
m
o
b
il
it
y

o
f
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s.

T
h
ei
r
d
y
n
a
m
ic
s
in
v
o
lv
es

tw
o
u
n
-

k
n
o
w
n
q
u
a
n
ti
ti
es
:
th
ei
r
m
ea
n
fr
ee
-fl
ig
h
t
d
is
ta
n
ce
,
k,

a
n
d

th
ei
r
v
el
o
ci
ty
,
w
h
ic
h
d
ep
en
d
s
in

p
ri
n
ci
p
le

o
n
st
re
ss

a
n
d

te
m
p
er
a
tu
re
.
A

ra
n
g
e
o
f
p
la
u
si
b
le

v
a
lu
es

fo
r
th
es
e
tw

o

p
a
ra
m
et
er
s
w
a
s
o
b
ta
in
ed

b
y
co
n
si
d
er
in
g
th
ei
r
co
u
p
le
d

in
fl
u
en
ce

o
n

th
e

si
m
u
la
te
d

m
ic
ro
st
ru
ct
u
re
s

a
n
d

th
e

st
re
ss
–
st
ra
in

cu
rv
es
.

N
o
n
-s
cr
ew

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
a
re

re
sp
o
n
si
b
le

fo
r
th
e
o
c-

cu
rr
en
ce

o
f
a
sm

a
ll
p
re
-y
ie
ld

d
ef
o
rm

a
ti
o
n
a
t
st
re
ss

le
v
el
s

b
el
o
w

th
e
cr
it
ic
a
l
re
so
lv
ed

sh
ea
r
st
re
ss

(C
R
S
S
),
i.
e.
,
b
e-

fo
re

th
e
o
n
se
t
o
f
sc
re
w
d
is
lo
ca
ti
o
n
m
o
ti
o
n
(c
f.
F
ig
.
2
).
In

th
e
D
D

si
m
u
la
ti
o
n

a
n
d

b
el
o
w

th
e
m
a
cr
o
sc
o
p
ic

y
ie
ld

st
re
ss
,
th
e
n
o
n
-s
cr
ew

se
g
m
en
ts

a
re

m
o
b
il
e
a
n
d
a
re

se
en

to
tr
a
il
lo
n
g
d
ip
o
le
s
o
f
se
ss
il
e
sc
re
w
se
g
m
en
ts
.
T
h
is
eff
ec
t

is
w
el
l
d
o
cu
m
en
te
d
in

p
u
re

b
cc

cr
y
st
a
ls
[3
0
],
m
u
ch

le
ss

in

T
i
o
r
Z
r
cr
y
st
a
ls
,
d
u
e
to

u
su
a
ll
y
h
ig
h
im

p
u
ri
ty

co
n
te
n
ts
.

N
o
es
ti
m
a
te

is
a
v
a
il
a
b
le

fo
r
th
e
re
la
te
d
m
ea
n
-f
re
e
p
a
th

b
u
t
it
se
em

s
re
a
so
n
a
b
le

to
a
ss
u
m
e
th
a
t
it
is
g
o
v
er
n
ed

b
y

st
ro
n
g
o
b
st
a
cl
es

li
k
e
su
b
-g
ra
in

b
o
u
n
d
a
ri
es
,
o
th
er

d
is
lo
-

ca
ti
o
n
s,

o
r
si
m
p
ly

th
e
fr
ee

su
rf
a
ce
s
o
f
th
e
sp
ec
im

en
.

A
ss
u
m
in
g

to
o

g
re
a
t
v
a
lu
e

fo
r
th
e

m
ea
n

fr
ee
-p
a
th

k
w
o
u
ld

re
su
lt

in
a
n
u
n
re
a
li
st
ic
a
ll
y
la
rg
e
a
m
o
u
n
t
o
f
p
re
-

4
3
2
0

G
.
M
o
n
n
et

et
a
l.
/
A
ct
a
M
a
te
ri
a
li
a
5
2
(
2
0
0
4
)
4
3
1
7
–
4
3
2
8

L s
¼

jh1
1
0
ij
¼

2
n
m
.
F
o
r

ed
g
e

se
g
m
en
ts
,
th
e

co
rr
e-

sp
o
n
d
in
g
v
a
lu
e
is

L e
¼

3
:2
6
n
m
.
T
h
es
e
sm

a
ll
se
g
m
en
t’
s

le
n
g
th
s
a
ll
o
w

tr
ea
ti
n
g
in

a
n

a
cc
u
ra
te

m
a
n
n
er

th
e
cu
r-

v
a
tu
re

ra
d
ii

o
f
n
o
n
-s
cr
ew

se
g
m
en
ts

u
n
d
er

st
re
ss
.
T
h
e

a
b
o
v
e
tr
a
n
sf
o
rm

a
ti
o
n
o
f
a
x
es

a
ss
u
m
es

a
n
id
ea
l
h
ex
a
g
-

o
n
a
l
ce
ll
(c
=
a
¼

ffiffiffiffiffiffiffiffi 8
=
3

p
).
In

th
e
ca
se

o
f
Z
r
o
r
T
i,
w
h
er
e

th
is

ra
ti
o
is

a
b
o
u
t
1
.5
9
,
th
e
tr
a
n
sf
o
rm

a
ti
o
n
in
v
o
lv
es

a

sm
a
ll
d
is
to
rt
io
n
o
f
th
e
el
a
st
ic

co
n
ti
n
u
u
m

o
f
a
b
o
u
t
2
.7
%

a
lo
n
g
th
e
c!
a
x
is
.
T
h
e
re
su
lt
in
g
er
ro
r,
fo
r
in
st
a
n
ce

in
th
e

P
ea
ch
–
K
o
eh
le
r
fo
rc
e,

is
a
t
m
o
st

o
f
sa
m
e
o
rd
er

a
n
d
ca
n

b
e
n
eg
le
ct
ed
.

2
.3
.
P
er
io
d
ic

b
o
u
n
d
a
ry

co
n
d
it
io
n
s

T
h
e
im

p
le
m
en
ta
ti
o
n
o
f
P
B
C
s
in

D
D

si
m
u
la
ti
o
n
w
a
s

p
ro
p
o
se
d

a
n
d

d
is
cu
ss
ed

b
y
B
u
la
to
v
et

a
l.

[2
7
].

T
h
es
e

co
n
d
it
io
n
s
m
a
k
e
u
se

o
f
a
si
m
u
la
ti
o
n
ce
ll
a
n
d
a
se
t
o
f

re
p
li
ca
s.

E
v
er
y

ti
m
e

a
d
is
lo
ca
ti
o
n

se
g
m
en
t
cr
o
ss
es

a

b
o
u
n
d
a
ry

b
et
w
ee
n
tw

o
ce
ll
s,
a
re
p
li
ca

o
f
it
em

er
g
es

in
a
ll

ce
ll
s
a
t
th
e
eq
u
iv
a
le
n
t
p
o
si
ti
o
n
in

th
e
o
p
p
o
si
te

b
o
u
n
d
a
ry

(c
f.
F
ig
.
1
).
T
h
er
e
is
,
h
o
w
ev
er
,
a
k
n
o
w
n
p
ro
b
le
m

a
ss
o
-

ci
a
te
d
w
it
h
P
B
C
s,

sp
ec
ifi
ca
ll
y
th
a
t
o
f
th
e
se
lf
-r
ea
ct
io
n
s

o
f
p
o
rt
io
n
s
o
f
d
is
lo
ca
ti
o
n
lo
o
p
s
w
it
h
th
ei
r
re
p
li
ca
s
a
ft
er

a
ce
rt
a
in

g
li
d
e
p
a
th

o
v
er

th
e
ex
te
n
d
ed

si
m
u
la
ti
o
n
v
o
l-

u
m
e.

T
h
is

d
is
ta
n
ce

is
a
co
m
p
le
x
fu
n
ct
io
n
o
f
th
e
d
im

en
-

si
o
n
s
o
f
th
e
si
m
u
la
ti
o
n
ce
ll
,
o
f
th
e
sl
ip

g
eo
m
et
ry

a
n
d
o
f

th
e
sh
a
p
e,

is
o
tr
o
p
ic

o
r
a
n
is
o
tr
o
p
ic
,
o
f
th
e
ex
p
a
n
d
in
g

d
is
lo
ca
ti
o
n
lo
o
p
s.
A

g
en
er
a
l
so
lu
ti
o
n
h
a
s
b
ee
n
d
ev
el
o
p
ed

to
co
n
tr
o
l
th
is

a
rt
if
a
ct

a
n
d
p
re
sc
ri
b
e
a
m
in
im

u
m

v
a
lu
e

fo
r
th
e
se
lf
-r
ea
ct
io
n
d
is
ta
n
ce

o
f
th
e
o
rd
er

o
f
th
e
re
le
v
a
n
t

m
ea
n
-f
re
e
p
a
th
.
It
is
b
a
se
d
o
n
a
n
a
d
eq
u
a
te

ch
o
ic
e
o
f
th
e

d
im

en
si
o
n
s
o
f
th
e
p
ri
m
a
ry

ce
ll
,
w
h
ic
h
is
n
o
lo
n
g
er

cu
b
ic

b
u
t
o
rt
h
o
rh
o
m
b
ic

[2
8
].
O
n
ly

th
e
p
a
rt
ic
u
la
r
ca
se

o
f
Z
r
a
t

lo
w
te
m
p
er
a
tu
re
,
i.
e.
,
o
f
st
ro
n
g
ly

a
n
is
o
tr
o
p
ic
d
is
lo
ca
ti
o
n

lo
o
p
s,
is
ex
a
m
in
ed

h
er
e.

A
t
lo
w

te
m
p
er
a
tu
re

in
Z
r,

sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
h
a
v
e
a

lo
w

m
o
b
il
it
y
in

th
e
p
ri
sm

a
ti
c
p
la
n
es
,
a
s
co
m
p
a
re
d

to

th
e

n
o
n
-s
cr
ew

se
g
m
en
ts

th
a
t
ex
p
er
ie
n
ce

a
co
m
p
a
ra
-

ti
v
el
y

m
u
ch

sm
a
ll
er

la
tt
ic
e

fr
ic
ti
o
n
.
H
en
ce
,
th
e

n
o
n
-

sc
re
w

se
g
m
en
ts

ca
n

tr
a
v
el

lo
n
g

d
is
ta
n
ce
s

a
n
d

th
e

d
is
lo
ca
ti
o
n

lo
o
p
s
a
re

el
o
n
g
a
te
d

a
lo
n
g
th
e
d
ir
ec
ti
o
n

o
f

th
ei
r
B
u
rg
er
s
v
ec
to
r.
T
h
e
se
lf
-i
n
te
ra
ct
io
n
d
is
ta
n
ce
,
k,

to

b
e

co
n
tr
o
ll
ed

is
th
en

th
a
t

o
f

n
o
n
-s
cr
ew

se
g
m
en
ts

p
ro
p
a
g
a
ti
n
g
a
lo
n
g
th
e
sc
re
w

d
ir
ec
ti
o
n
in

th
e
p
ri
sm

a
ti
c

p
la
n
es
.

T
h
e
d
im

en
si
o
n
s
o
f
th
e
o
rt
h
o
rh
o
m
b
ic

si
m
u
la
ti
o
n
ce
ll
,

ðL
x;
L y
;L

zÞ,
a
re

in
te
g
er

m
u
lt
ip
le
s
o
f
th
e
d
im

en
si
o
n
s
o
f
th
e

si
m
u
la
ti
o
n

la
tt
ic
e

a D
D
:
L x

¼
N
xa

D
D
;L

y
¼

N
ya

D
D

a
n
d

L z
¼

N
za

D
D

(c
f.
F
ig
.
1
).
T
h
e
u
n
it
g
li
d
e
d
ir
ec
ti
o
n
o
f
th
e

sh
o
rt

ed
g
e
se
g
m
en
ts

is
d!

¼
ðd

x;
d y
;d

zÞ
a
n
d

th
e
co
rr
e-

sp
o
n
d
in
g

g
li
d
e

p
a
th

is
re
p
re
se
n
te
d

b
y

a
v
ec
to
r

O
P�! ,

st
a
rt
in
g
fr
o
m

th
e
o
ri
g
in

O
a
n
d
o
f
in
cr
ea
si
n
g
m
a
g
n
it
u
d
e

l
:
O
P�!
¼

l
d!
.
W
it
h
in
cr
ea
si
n
g
ti
m
e,

th
e
sm

a
ll
p
o
rt
io
n
o
f

d
is
lo
ca
ti
o
n
li
n
e
re
p
re
se
n
te
d
b
y
P
re
p
ea
te
d
ly

cr
o
ss
es

th
e

p
er
io
d
ic

b
o
u
n
d
a
ri
es
.
E
v
er
y

ti
m
e
th
is

h
a
p
p
en
s,

a
n
ew

re
p
li
ca

o
f
P

st
a
rt
s
g
li
d
in
g
in
to

a
n
ew

sl
ip

p
la
n
e,

a
s
a

re
su
lt
o
f
tr
a
n
sl
a
ti
o
n
s
a
lo
n
g
th
e
th
re
e
C
a
rt
es
ia
n
a
x
es
,
li
k
e

th
e
o
n
e
sh
o
w
n

in
F
ig
.
1
.
E
v
en
tu
a
ll
y
,
a
ft
er

a
n
u
m
b
er

ðu
;v
;w

Þ
o
f
b
o
u
n
d
a
ry

cr
o
ss
in
g
s
a
n
d

tr
a
n
sl
a
ti
o
n
s
a
lo
n
g

th
e
th
re
e
C
a
rt
es
ia
n
d
ir
ec
ti
o
n
s,

P
re
tu
rn
s
to

it
s
o
ri
g
in
a
l

p
o
si
ti
o
n
o
r
a
re
p
li
ca

o
f
it
.
T
h
u
s,

th
e
co
n
d
it
io
n
fo
r
se
lf
-

re
a
ct
io
n
,
is
w
ri
tt
en
:

ld
x
�
uN

x
¼

0
;

ld
y
�
vN

y
¼

0
;

ld
z
�
w
N

z
¼

0
:

8 < :
ð2
Þ

B
y

el
im

in
a
ti
n
g

l,
o
n
e

o
b
ta
in
s

tw
o

in
d
ep
en

d
en
t

re
la
ti
o
n
s:

u
¼

N
y
d x

N
xd

y
v;

v
¼

N
zd

y

N
y
d z
w
:

(
ð3
Þ

T
h
is
se
t
o
f
eq
u
a
ti
o
n
s
h
a
s
a
n
in
fi
n
it
e
n
u
m
b
er

o
f
so
lu
-

ti
o
n
s
fo
r
in
te
g
er

v
a
lu
es

o
f
ðu
;v
;w

Þ.
T
h
e
fi
rs
t
se
lf
-r
ea
ct
io
n

ev
en
t
is
th
e
p
h
y
si
ca
ll
y
m
ea
n
in
g
fu
l
o
n
e;
it
co
rr
es
p
o
n
d
s
to

th
e
sm

a
ll
es
t
n
o
n
-z
er
o
in
te
g
er

so
lu
ti
o
n
(u

0
,
v 0
,
w
0
)
o
f
th
e

se
t
o
f
E
q
s.
(3
).
O
n
e
th
en

h
a
s:

k
¼

ffiffiffiffiffiffiffiffi
ffiffiffiffiffiffiffiffi

ffiffiffiffiffiffiffiffi
ffiffiffiffiffiffiffiffi

ffiffiffiffiffiffiffiffi
ffiffiffiffiffiffiffiffi

ffiffiffiffiffiffi
ðu

0
L x
Þ2
þ
ðv

0
L y
Þ2
þ
ðw

0
L z
Þ2

q
:

ð4
Þ

F
o
r
a
n

el
o
n
g
a
te
d

lo
o
p

ex
p
a
n
d
in
g

in
tw

o
o
p
p
o
si
te

d
ir
ec
ti
o
n
s,

E
q
.
(4
)
re
p
re
se
n
ts

th
e
to
ta
l
se
lf
-a
n
n
ih
il
a
ti
o
n

d
ia
m
et
er
,
i.
e.
,
tw

ic
e
th
e
se
lf
-i
n
te
ra
ct
io
n

p
a
th

o
f
ea
ch

ex
tr
em

it
y
.
F
ro
m

th
is

si
m
p
le

re
su
lt
,
w
e

se
e

th
a
t
th
e

le
n
g
th
s
u 0
L x
,
v 0
L y

a
n
d
w
0
L z

d
efi
n
e
th
e
d
im

en
si
o
n
s
o
f
a

O

x

y

z

L
x

L y

L z

a D
D

P
Q

F
ig
.
1
.
W
h
en

a
sm

a
ll
ed
g
e
se
g
m
en
t
p
ro
p
a
g
a
ti
n
g
a
lo
n
g
O
P
cr
o
ss
es

th
e

b
o
u
n
d
a
ry

o
f
a
si
m
u
la
ti
o
n
ce
ll
to

en
te
r
a
n
o
th
er

ce
ll
,
a
re
p
li
ca

o
f
it
is

re
in
tr
o
d
u
ce
d
a
t
a
p
o
si
ti
o
n
d
efi
n
ed

b
y
a
tr
a
n
sl
a
ti
o
n
,
h
er
e
PQ

¼
�
L y
,
in

o
rd
er

to
b
a
la
n
ce

th
e
d
is
lo
ca
ti
o
n
fl
u
x
.
T
h
e
d
im

en
si
o
n
s
o
f
th
e
ce
ll
a
re

L x
;L

y;
L z

a
n
d

a D
D

is
th
e
p
a
ra
m
et
er

o
f
th
e
u
n
d
er
ly
in
g
la
tt
ic
e,

w
h
ic
h

g
o
v
er
n
s
th
e
le
n
g
th

sc
a
le

o
f
th
e
si
m
u
la
ti
o
n
.

G
.
M
o
n
n
et

et
a
l.
/
A
ct
a
M
a
te
ri
a
li
a
5
2
(
2
0
0
4
)
4
3
1
7
–
4
3
2
8

4
3
1
9



ju
n
ct
io
n

fo
rm

a
ti
o
n

is
o
b
se
rv
ed

to
o
cc
u
r,

p
ri
n
ci
p
a
ll
y

b
et
w
ee
n
n
o
n
-s
cr
ew

se
g
m
en
ts
.

4
.3
.
T
h
er
m
a
ll
y
a
ct
iv
a
te
d
p
ro
p
er
ti
es

T
h
e
ev
o
lu
ti
o
n
o
f
th
e
C
R
S
S
w
it
h
te
m
p
er
a
tu
re

u
n
d
er

a

co
n
st
a
n
t
a
p
p
li
ed

st
ra
in

ra
te

o
f
1
0
�
3
s�

1
is

sh
o
w
n

in
F
ig
.
4
a
n
d

co
m
p
a
re
d

w
it
h

th
e
ex
p
er
im

en
ta
l
d
a
ta

th
a
t

se
rv
ed

to
ca
li
b
ra
te

th
e
m
o
b
il
it
y
ru
le

fo
r
sc
re
w

d
is
lo
ca
-

ti
o
n
s
(c
f.

S
ec
ti
o
n

3
.1
).

A
n

a
th
er
m
a
l
a
ll
o
y

fr
ic
ti
o
n

o
f

2
0
M
P
a
w
a
s
a
d
d
ed

to
th
e
g
li
d
e
re
si
st
a
n
ce

in
o
rd
er

to

m
a
tc
h

th
e

ex
p
er
im

en
ta
l
v
a
lu
e

o
f
th
e

C
R
S
S

a
t
h
ig
h

te
m
p
er
a
tu
re
.
T
h
e
ex
ce
ll
en

t
co
in
ci
d
en
ce

co
n
fi
rm

s,
in
d
ee
d
,

th
a
t
th
e
A
rr
h
en
iu
s
fo
rm

d
es
cr
ib
in
g
th
e
m
o
b
il
it
y
la
w

o
f

th
e
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
fu
ll
y
re
p
ro
d
u
ce
s
th
e
lo
w

te
m
p
er
-

a
tu
re

d
ep
en
d
en
ce

o
f
th
e
m
a
cr
o
sc
o
p
ic

C
R
S
S
in

Z
r.

F
o
r
te
m
p
er
a
tu
re

a
b
o
v
e
4
7
0
K
,
h
o
w
ev
er
,
th
e
si
m
u
la
-

ti
o
n
re
su
lt
s
st
a
rt

d
ep
a
rt
in
g
fr
o
m

th
e
ex
p
er
im

en
ta
l
d
a
ta

(t
h
is
ca
n
b
e
se
en

fr
o
m

th
e
d
a
ta

p
o
in
ts
a
t
5
2
0
K

in
F
ig
.
4
).

C
lo
se

to
th
e
so
-c
a
ll
ed

a
th
er
m
a
l
te
m
p
er
a
tu
re

o
f
5
8
0
K
,

w
h
er
e
th
e
la
tt
ic
e
fr
ic
ti
o
n

is
n
o

lo
n
g
er

si
g
n
ifi
ca
n
t,

th
e

m
o
b
il
it
y
o
f
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
b
ec
o
m
es

co
m
p
a
ra
b
le

to

th
a
t
o
f
n
o
n
-s
cr
ew

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
[8
].
T
o
a
cc
o
u
n
t
fo
r
th
is

tr
a
n
si
ti
o
n
d
o
m
a
in
,
th
e
co
n
st
a
n
t
v
el
o
ci
ty

ra
ti
o
K

sh
o
u
ld

b
e
m
a
d
e
te
m
p
er
a
tu
re
-d
ep
en

d
en
t.

F
o
r
in
st
a
n
ce
,
ta
k
in
g

sm
a
ll
er

K
-v
a
lu
es

(t
y
p
ic
a
ll
y
le
ss

th
a
n
1
0
)
in

th
is

te
m
p
er
-

a
tu
re

ra
n
g
e,

o
n
e
o
b
ta
in
s
a
s
ex
p
ec
te
d
,
ra
th
er

d
iff
er
en
t

d
is
lo
ca
ti
o
n
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re
s,
si
m
il
a
r
to

th
e
o
n
e
sh
o
w
n
in

F
ig
.
3
.
(a
)
S
im

u
la
te
d
d
is
lo
ca
ti
o
n
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re

a
ft
er

a
te
n
si
le
te
st
in

d
u
p
le
x
sl
ip

co
n
d
it
io
n
s
w
it
h
a
co
n
st
an

t
im

p
o
se
d
st
ra
in

ra
te

o
f
1
0�

4
s�

1
(T

¼
3
0
0
K
,

� p
¼

0
:2
%
).

(b
)
A

th
in

fo
il
o
f
th
ic
k
n
es
s
1
lm

cu
t
fr
o
m

th
e
si
m
u
la
ti
o
n
ce
ll
(a
)
a
lo
n
g
th
e
b
a
sa
l
p
la
n
e.

T
h
e
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re

es
se
n
ti
a
ll
y
co
n
si
st
s
o
f

el
o
n
g
a
te
d
sc
re
w

se
g
m
en
ts

d
ev
el
o
p
ed

o
n
th
e
tw

o
a
ct
iv
a
te
d
p
ri
sm

a
ti
c
sl
ip

sy
st
em

s.
(c
)
T
ra
n
sm

is
si
o
n
el
ec
tr
o
n
m
ic
ro
g
ra
p
h
sh
o
w
in
g
a
si
m
il
a
r
m
ic
ro
-

st
ru
ct
u
re

in
a
zi
rc
o
n
iu
m

p
o
ly
cr
y
st
a
l
a
ft
er

2
%

p
la
st
ic

st
ra
in

a
t
3
0
0
K

w
it
h
a
co
n
st
a
n
t
a
p
p
li
ed

st
ra
in

ra
te

o
f
5
�
1
0
�
5
s�

1
[6
].
(d
)
A

si
m
u
la
te
d
h
ig
h
-

te
m
p
er
a
tu
re

m
ic
ro
st
ru
ct
u
re

w
it
h
is
o
tr
o
p
ic

v
el
o
ci
ti
es

fo
r
sc
re
w

a
n
d
n
o
n
-s
cr
ew

d
is
lo
ca
ti
o
n
s.
T
h
e
th
in

fo
il
,
o
f
th
ic
k
n
es
s
1
l
m
,
is
p
a
ra
ll
el

to
o
n
e
o
f
th
e

a
ct
iv
e
p
ri
sm

a
ti
c
sl
ip

p
la
n
es
.
T
h
e
a
rr
o
w
s
p
o
in
t
a
t
ju
n
ct
io
n
co
n
fi
g
u
ra
ti
o
n
s.

4
3
2
2

G
.
M
o
n
n
et

et
a
l.
/
A
ct
a
M
a
te
ri
a
li
a
5
2
(
2
0
0
4
)
4
3
1
7
–
4
3
2
8

y
ie
ld

d
ef
o
rm

a
ti
o
n

g
iv
en

b
y
n
o
n
-s
cr
ew

se
g
m
en
ts
.
W
it
h

to
o
sh
o
rt

a
v
a
lu
e,

lo
n
g
sc
re
w

se
g
m
en
ts

w
o
u
ld

n
o
lo
n
g
er

b
e
o
b
ta
in
ed
.
In

th
e
a
b
se
n
ce

o
f
a
n
y
n
u
m
er
ic
a
l
d
a
ta
,
it
w
a
s

a
ss
u
m
ed

th
a
t
k
is
a
t
le
a
st

o
n
e
o
rd
er

o
f
m
a
g
n
it
u
d
e
la
rg
er

th
a
n
th
e
a
v
er
a
g
e
d
is
ta
n
ce

b
et
w
ee
n
d
is
lo
ca
ti
o
n
s.

A
s
th
is

la
st

d
is
ta
n
ce

is
in

th
e
l
m

ra
n
g
e,

a
n
a
p
p
ro
p
ri
a
te

v
a
lu
e
o
f

k
is
ty
p
ic
a
ll
y
a
fe
w

te
n
s
o
f
m
ic
ro
m
et
er
s.
T
h
is
v
a
lu
e
w
a
s

im
p
le
m
en

te
d
in
to

th
e
D
D

si
m
u
la
ti
o
n
v
ia

th
e
P
B
C
s
(c
f.

S
ec
ti
o
n
2
.3
).

S
ev
er
a
l
ty
p
es

o
f
st
re
ss

v
s.
v
el
o
ci
ty

la
w
s
w
er
e
te
st
ed

fo
r

th
e

m
o
b
il
it
y

o
f
th
e

n
o
n
-s
cr
ew

se
g
m
en
ts
.
T
h
ey

w
er
e

fo
u
n
d
n
o
t
to

a
ff
ec
t
th
e
fl
o
w
st
re
ss

a
s
lo
n
g
a
s
th
e
m
o
b
il
it
y

o
f
n
o
n
-s
cr
ew

se
g
m
en
ts
w
a
s
su
b
st
a
n
ti
a
ll
y
la
rg
er

th
a
n
th
a
t

o
f
sc
re
w

se
g
m
en
ts
.
F
o
r
th
e
sa
k
e
o
f
si
m
p
li
ci
ty
,
th
e
m
o
-

b
il
it
ie
s
o
f
th
e
tw

o
ty
p
es

o
f
se
g
m
en
ts

w
er
e
a
ss
u
m
ed

to

b
e
p
ro
p
o
rt
io
n
a
l
to

ea
ch

o
th
er
,
w
it
h

a
p
ro
p
o
rt
io
n
a
li
ty

co
n
st
a
n
t
K
.

F
ig
.
2
sh
o
w
s
si
m
u
la
te
d
st
re
ss
–
st
ra
in

cu
rv
es

a
t
3
0
0
K

fo
r
tw

o
d
iff
er
en
t
v
a
lu
es

o
f
K
,
K

¼
1
0
0
a
n
d
K

¼
1
0
;0
0
0

a
n
d
w
it
h
a
m
ea
n
fr
ee
-p
a
th

o
f
1
9
lm

fo
r
th
e
n
o
n
-s
cr
ew

se
g
m
en
ts
.
O
n
e
ca
n
se
e
th
a
t
a
su
b
st
a
n
ti
a
l
ch
a
n
g
e
in

th
e

v
a
lu
e
o
f
K

d
o
es

n
o
t
a
lt
er

th
e
y
ie
ld

st
re
ss
,
w
h
ic
h
co
n
fi
rm

s

th
a
t
th
e
la
tt
er

is
g
o
v
er
n
ed

b
y
th
e
o
n
se
t
o
f
sc
re
w

d
is
lo
-

ca
ti
o
n
m
o
ti
o
n
.
H
o
w
ev
er
,
su
ch

a
ch
a
n
g
e
a
ff
ec
ts

th
e
p
re
-

y
ie
ld

st
a
g
e:

a
s
ex
p
ec
te
d
,
th
e
p
re
-y
ie
ld

d
ef
o
rm

a
ti
o
n

in
-

cr
ea
se
s
w
it
h
in
cr
ea
si
n
g
n
o
n
-s
cr
ew

m
o
b
il
it
y
.
W
it
h

v
er
y

h
ig
h
v
a
lu
es

o
f
K
,
h
o
w
ev
er
,
th
e
ti
m
e
st
ep

o
f
th
e
si
m
u
la
-

ti
o
n
h
a
s
to

b
e
re
d
u
ce
d
,
d
u
e
to

th
e
in
cr
ea
se

in
th
e
v
el
o
ci
ty

o
f
n
o
n
-s
cr
ew

se
g
m
en
ts
,
w
h
ic
h
re
su
lt
s
in

a
lo
ss

o
f
co
m
-

p
u
ti
n
g
effi

ci
en
cy
.
W
it
h

v
a
lu
es

o
f
K

sm
a
ll
er

th
a
n

1
0
0
,

d
is
lo
ca
ti
o
n
lo
o
p
s
te
n
d
to

b
ec
o
m
e
le
ss

a
n
is
o
tr
o
p
ic

th
a
n

ex
p
er
im

en
ta
ll
y
o
b
se
rv
ed

[6
].
A
ll
th
es
e
d
ep
en
d
en
ci
es

a
re

n
o
t
si
g
n
ifi
ca
n
tl
y
a
ff
ec
te
d

if
th
e
v
a
lu
e
o
f
k
is

m
o
d
ifi
ed

w
it
h
in

th
e
p
re
v
io
u
sl
y
d
efi
n
ed

ra
n
g
e.

A
s
a
re
su
lt
o
f
th
is

p
re
li
m
in
a
ry

st
u
d
y
,
a
ll
th
e
si
m
u
la
ti
o
n
s
o
f
p
la
st
ic

d
ef
o
r-

m
a
ti
o
n
w
er
e
ca
rr
ie
d
o
u
t
w
it
h
K

¼
1
0
0
0
a
n
d
k
¼

3
4
lm

.

4
.
S
im

u
la
ti
o
n
re
su
lt
s

4
.1
.
In
it
ia
l
co
n
fi
g
u
ra
ti
o
n
s

T
h
e
in
it
ia
l
co
n
fi
g
u
ra
ti
o
n
s
u
se
d
in

D
D

si
m
u
la
ti
o
n
a
t-

te
m
p
t
to

m
im

ic
th
o
se

o
f
a
n
n
ea
le
d

sp
ec
im

en
s.

T
h
e
o
r-

th
o
rh
o
m
b
ic
re
fe
re
n
ce

ce
ll
h
a
s
li
n
ea
r
d
im

en
si
o
n
s
o
f
a
b
o
u
t

1
0

l
m
.
It

in
it
ia
ll
y

co
n
ta
in
s
a

ra
n
d
o
m

d
is
tr
ib
u
ti
o
n

o
f

F
ra
n
k
–
R
ea
d
so
u
rc
es

o
n
th
e
th
re
e
p
ri
sm

a
ti
c
sl
ip

sy
st
em

s.

A
ll

th
e
so
u
rc
es

a
re

o
f
ed
g
e
ch
a
ra
ct
er

a
n
d

th
ei
r
to
ta
l

d
en
si
ty

is
a
b
o
u
t
1
0
�
3
m

�
2
.
T
h
e
si
m
u
la
ti
o
n
s
re
p
o
rt
ed

h
er
e
w
er
e
ca
rr
ie
d
o
u
t
w
it
h
a
te
n
si
le

a
x
is

p
a
ra
ll
el

to
a 2!
,

w
h
ic
h
a
ct
iv
a
te
s
d
u
p
le
x
sl
ip

o
n
th
e
tw

o
p
ri
sm

a
ti
c
sy
st
em

s

P I
a
n
d
P I

II
w
it
h
a
S
ch
m
id

fa
ct
o
r
o
f
0
.4
3
3
.
T
h
es
e
sy
m
-

m
et
ri
ca
l
co
n
d
it
io
n
s
a
re

th
e

si
m
p
le
st

o
n
es

th
a
t
a
ll
o
w

ch
a
ra
ct
er
iz
in
g
th
e
fo
re
st

in
te
ra
ct
io
n
s
b
et
w
ee
n
tw

o
p
ri
s-

m
a
ti
c
sl
ip

sy
st
em

s.

4
.2
.
S
im

u
la
te
d
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re
s

A
n

ex
a
m
p
le

o
f
a

si
m
u
la
te
d

m
ic
ro
st
ru
ct
u
re

a
t
T
¼

3
0
0
K

is
sh
o
w
n
in

F
ig
.
3
(a
).
A
ft
er

a
p
la
st
ic

st
ra
in

� p
¼

0
:2
%
,
o
b
ta
in
ed

b
y
im

p
o
si
n
g
a
co
n
st
a
n
t
to
ta
l
st
ra
in

ra
te

o
f
_ c
¼

1
0
�
4
s�

1
,
a
u
n
if
o
rm

d
is
lo
ca
ti
o
n
d
en
si
ty

o
f
1
.5
�

1
0
1
2
m

�
2
is

o
b
ta
in
ed
.
A
s
ex
p
ec
te
d

fr
o
m

th
e
lo
a
d
in
g

co
n
d
it
io
n
s,

th
is

m
ic
ro
st
ru
ct
u
re

is
m
o
st
ly

co
m
p
o
se
d

o
f

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
b
el
o
n
g
in
g
to

th
e
sy
st
em

s
P I

a
n
d
P I

II
.

M
o
re

d
et
a
il
ca
n
b
e
se
en

in
a
th
in

fo
il
ex
tr
a
ct
ed

fr
o
m

th
e

si
m
u
la
ti
o
n

a
n
d

p
a
ra
ll
el

to
th
e

b
a
sa
l
p
la
n
e

(c
f.

F
ig
.
3
(b
))
.
T
h
e
p
ri
sm

a
ti
c
p
la
n
es

a
re

n
o
rm

a
l
to

th
e
fo
il

a
n
d
th
ei
r
p
ro
je
ct
io
n
s
a
re

p
a
ra
ll
el

to
th
e
B
u
rg
er
s
v
ec
to
rs
.

T
h
e
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re

co
n
si
st
s
o
f
a
ra
n
d
o
m

a
rr
a
y
o
f
lo
n
g

sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
se
g
m
en
ts

o
n
th
e
tw

o
a
ct
iv
e
sl
ip

sy
s-

te
m
s.
C
lo
se

in
sp
ec
ti
o
n
o
f
th
e
si
m
u
la
te
d
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re
s

re
v
ea
ls

th
a
t
v
er
y
fe
w

ju
n
ct
io
n
s
a
re

fo
rm

ed
b
et
w
ee
n
th
e

tw
o
a
ct
iv
e
sl
ip

sy
st
em

s,
a
n
d
n
o
n
e
b
et
w
ee
n
sc
re
w

d
is
lo
-

ca
ti
o
n
s.

S
im

il
a
r
d
is
lo
ca
ti
o
n

co
n
fi
g
u
ra
ti
o
n
s
w
er
e
fo
u
n
d

a
ll
th
ro
u
g
h
th
e
lo
w
te
m
p
er
a
tu
re

ra
n
g
e.
T
h
ey

a
re

a
d
ir
ec
t

co
n
se
q
u
en
ce

o
f
th
e
lo
w

m
o
b
il
it
y
o
f
th
e
sc
re
w

d
is
lo
ca
-

ti
o
n
s.

F
o
r
co
m
p
a
ri
so
n
,
F
ig
.
3
(c
)
re
p
ro
d
u
ce
s
a

tr
a
n
s-

m
is
si
o
n

el
ec
tr
o
n

m
ic
ro
g
ra
p
h

fr
o
m

a
Z
r

p
o
ly
cr
y
st
a
l

p
la
st
ic
a
ll
y

d
ef
o
rm

ed
a
t
3
0
0

K
(a
ft
er

[6
])
.
(F
ig
.
3
(d
))

sh
o
w
s
a
h
ig
h
-t
em

p
er
a
tu
re

m
ic
ro
st
ru
ct
u
re

o
b
ta
in
ed

b
y

a
tt
ri
b
u
ti
n
g

to
b
o
th

sc
re
w

a
n
d

n
o
n
-s
cr
ew

se
g
m
en
ts

a

N
ew

to
n
ia
n

st
re
ss

v
s.

v
el
o
ci
ty

re
la
ti
o
n
sh
ip

ty
p
ic
a
l
o
f

m
et
a
ls

w
h
er
e
th
e
d
is
lo
ca
ti
o
n

v
el
o
ci
ty

is
g
o
v
er
n
ed

b
y

p
h
o
n
o
n

d
a
m
p
in
g

[1
6
,1
7
].

In
su
ch

co
n
d
it
io
n
s,

th
e
m
i-

cr
o
st
ru
ct
u
re

p
re
se
n
ts

m
a
n
y
si
m
il
a
ri
ti
es

w
it
h

th
o
se

o
b
-

se
rv
ed

in
fc
c

cr
y
st
a
ls
:
th
e

sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
a
re

n
o

lo
n
g
er

st
ra
ig
h
t;
th
ey

b
o
w
-o
u
t
u
n
d
er

st
re
ss

a
n
d
th
e
d
is
-

lo
ca
ti
o
n

lo
o
p
s
ex
h
ib
it

is
o
tr
o
p
ic

sh
a
p
es
.
In

a
d
d
it
io
n
,

S
h

ea
r 

st
ra

in
 (

%
)

Shear stress (MPa)
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F
ig
.
2
.
In
fl
u
en
ce

o
f
K
,
th
e
ra
ti
o
o
f
n
o
n
-s
cr
ew

to
sc
re
w
v
el
o
ci
ti
es
,
o
n
th
e

si
m
u
la
te
d
st
re
ss
–
st
ra
in

re
sp
o
n
se
.
T
h
e
te
m
p
er
a
tu
re

is
3
0
0
K

a
n
d
th
e

co
n
st
a
n
t
im

p
o
se
d
st
ra
in

ra
te

is
1
0
�
3
s�

1
.
k
is
th
e
m
ea
n
fr
ee
-p
a
th

o
f
th
e

n
o
n
-s
cr
ew

d
is
lo
ca
ti
o
n
s.

G
.
M
o
n
n
et

et
a
l.
/
A
ct
a
M
a
te
ri
a
li
a
5
2
(
2
0
0
4
)
4
3
1
7
–
4
3
2
8

4
3
2
1



d
ir
ec
ti
o
n
a
t
th
e
in
te
rs
ec
ti
o
n
o
f
th
e
tw

o
sl
ip

p
la
n
es
.
A
ft
er

re
la
x
a
ti
o
n

o
f
th
e
in
it
ia
l
co
n
fi
g
u
ra
ti
o
n
,
th
re
e
ty
p
es

o
f

co
n
fi
g
u
ra
ti
o
n
s
a
re

o
b
ta
in
ed
:
(i
)
w
h
en

th
e
el
a
st
ic

in
te
r-

a
ct
io
n
s
a
re

st
ro
n
g

a
n
d

a
tt
ra
ct
iv
e,

ju
n
ct
io
n

fo
rm

a
ti
o
n

o
cc
u
rs
.
(i
i)

R
ep
u
ls
iv
e

co
n
fi
g
u
ra
ti
o
n
s
a
re

o
b
se
rv
ed

in

so
m
e
o
th
er

re
g
io
n
s
o
f
th
e
m
a
p
p
in
g
,
a
n
d
(i
ii
)
w
h
en

th
e

in
te
ra
ct
io
n
is

w
ea
k
,
ei
th
er

lo
ca
l
p
in
n
in
g
o
cc
u
rs

o
r
th
e

n
a
tu
re

o
f
th
e
in
te
ra
ct
io
n
,
a
tt
ra
ct
iv
e
o
r
re
p
u
ls
iv
e,

ca
n
n
o
t

b
e

d
efi
n
ed
.
T
h
es
e

la
st

st
a
te
s

a
re

ca
ll
ed

cr
o
ss
-s
ta
te
s

[3
5
,3
6
].
E
a
ch

fi
n
a
l
co
n
fi
g
u
ra
ti
o
n
is
in

eq
u
il
ib
ri
u
m

u
n
d
er

ze
ro

a
p
p
li
ed

st
re
ss

a
n
d
d
o
es

n
o
t
d
ep
en
d
o
n
k
in
et
ic
s.

In

o
th
er

te
rm

s,
th
e
eq
u
il
ib
ri
u
m

st
a
te
s
a
re

in
d
ep
en

d
en
t
o
f

th
e
la
tt
ic
e
fr
ic
ti
o
n
a
n
d
co
rr
es
p
o
n
d
to

th
e
co
n
fi
g
u
ra
ti
o
n

fo
rm

ed
in

a
re
a
l
cr
y
st
a
l
a
t
h
ig
h
te
m
p
er
a
tu
re
.

In
F
ig
.
6
(b
),
tw

o
p
re
d
ic
ti
o
n
s
o
b
ta
in
ed

u
si
n
g
si
m
p
li
fi
ed

el
a
st
ic
m
o
d
el
s
[3
6
,3
4
],
a
re

sh
o
w
n
.
T
h
ey

a
im

a
t
p
ro
v
id
in
g

a
ch
ec
k

fr
o
m

el
a
st
ic

so
lu
ti
o
n
s
le
ss

so
p
h
is
ti
ca
te
d

th
a
n

th
o
se

y
ie
ld
ed

b
y
th
e
si
m
u
la
ti
o
n
.
T
h
e
d
a
sh
ed
,
a
p
p
ro
x
i-

m
a
te
ly

ci
rc
u
la
r
d
o
m
a
in
s
en
cl
o
se

a
re
a
s
w
h
er
e
ju
n
ct
io
n

fo
rm

a
ti
o
n
in
d
u
ce
s
a
re
d
u
ct
io
n
o
f
th
e
el
a
st
ic

li
n
e
en
er
g
y

o
f
th
e
w
h
o
le

co
n
fi
g
u
ra
ti
o
n
.
T
h
is
co
n
d
it
io
n
is
ca
lc
u
la
te
d

fo
r
st
ra
ig
h
t
se
g
m
en
ts
,
in

is
o
tr
o
p
ic

el
a
st
ic
it
y
a
n
d
w
it
h
a
n

o
ri
en
ta
ti
o
n
-d
ep
en
d
en
t
li
n
e
te
n
si
o
n
th
a
t
d
o
es

n
o
t
in
cl
u
d
e

a
lo
g
a
ri
th
m
ic

te
rm

(t
h
is

la
st

te
rm

is
,
in
d
ee
d
,
a
cc
o
u
n
te
d

fo
r
in

th
e
si
m
u
la
ti
o
n
s)
.
T
h
e
se
t
o
f
co
n
to
u
r
le
v
el
s
in

g
ra
y

sh
a
d
es

re
p
re
se
n
t

is
o
-i
n
te
ra
ct
io
n

fo
rc
es

(w
h
it
e

co
rr
e-

sp
o
n
d
s
to

st
ro
n
g
re
p
u
ls
io
n
a
n
d
b
la
ck

to
st
ro
n
g
a
tt
ra
c-

ti
o
n
)
a
lo
n
g
th
e
sh
o
rt
es
t
a
p
p
ro
a
ch

d
is
ta
n
ce

o
f
tw

o
ri
g
id
,

in
fi
n
it
e
d
is
lo
ca
ti
o
n
s.
T
h
is
la
st
ca
lc
u
la
ti
o
n
w
a
s
p
er
fo
rm

ed
u
si
n
g
a
si
m
p
le

so
lu
ti
o
n
g
iv
en

b
y
K
ro
u
p
a
[3
7
].

T
h
e
co
m
p
a
ri
so
n
b
et
w
ee
n
F
ig
.
6
(a
)
a
n
d
(b
)
sh
o
w
s
th
a
t,

li
k
e
in

o
th
er

cr
y
st
a
l
st
ru
ct
u
re
s,

ju
n
ct
io
n
fo
rm

a
ti
o
n
ca
n

b
e
q
u
a
li
ta
ti
v
el
y
p
re
d
ic
te
d
b
y
a
n
en
er
g
et
ic

cr
it
er
io
n
.
T
h
is

cr
it
er
io
n

is
,
h
o
w
ev
er
,
sl
ig
h
tl
y
in

d
ef
ec
t
w
h
en

th
e
tw

o

se
g
m
en
ts

a
re

in
it
ia
ll
y
re
p
u
ls
iv
e,

w
h
ic
h
cl
ea
rl
y
sh
o
w
s
th
e

li
m
it
s
o
f
to
o

si
m
p
le

el
a
st
ic

m
o
d
el
s
[3
4
].

Ju
n
ct
io
n
s
b
e-

tw
ee
n

p
ri
sm

a
ti
c
sy
st
em

s
a
re

a
lw
a
y
s
fo
rm

ed
w
h
en

th
e

d
is
lo
ca
ti
o
n

li
n
es

a
re

th
e
m
o
st

a
tt
ra
ct
iv
e
a
n
d

m
a
k
e
a

sm
a
ll
a
n
g
le

w
it
h
re
sp
ec
t
to

th
e
in
te
rs
ec
ti
o
n
o
f
th
e
sl
ip

p
la
n
es

a
n
d
w
it
h
ea
ch

o
th
er
.
T
h
is
m
a
x
im

iz
es

th
ei
r
in
te
r-

a
ct
io
n
,
w
h
ic
h

re
su
lt
s
in

ju
n
ct
io
n

fo
rm

a
ti
o
n

in
si
d
e

a

cl
o
se
d
d
o
m
a
in

ce
n
te
re
d
o
n
th
e
o
ri
g
in

a
n
d
it
s
p
er
io
d
ic

d
u
p
li
ca
te
s.

T
h
e
ed
g
e
d
ir
ec
ti
o
n
½0
0
0
1
�i
s
lo
ca
te
d
a
t
th
e

ce
n
te
r
o
f
th
es
e
d
o
m
a
in
s,

w
h
er
e
th
e
ju
n
ct
io
n
st
re
n
g
th

is

m
a
x
im

u
m
.
O
n

th
e
o
th
er

h
a
n
d
,
o
n
e
ca
n

n
o
te

th
a
t
th
e

re
g
io
n
s
co
rr
es
p
o
n
d
in
g
to

th
e
in
te
rs
ec
ti
o
n
o
f
tw

o
sc
re
w

li
n
es
,
u
1
¼

�
9
0
�
a
n
d
u
2
¼

�
9
0
�,
a
re

a
lw
a
y
s
o
u
ts
id
e
th
e

d
o
m
a
in

o
f
ju
n
ct
io
n
fo
rm

a
ti
o
n
.

D
u
ri
n
g
th
e
p
la
st
ic

d
ef
o
rm

a
ti
o
n
o
f
Z
r
cr
y
st
a
ls

a
t
lo
w

te
m
p
er
a
tu
re
,
th
e
d
o
m
in
a
n
t
co
m
p
o
n
en
t
o
f
th
e
d
is
lo
ca
-

ti
o
n
d
en
si
ty

is
o
f
sc
re
w

ch
a
ra
ct
er
.
It

is
,
th
er
ef
o
re
,
n
o
t

li
k
el
y
to

fo
rm

ju
n
ct
io
n
s
th
ro
u
g
h
fo
re
st

in
te
ra
ct
io
n
s,

ir
-

re
sp
ec
ti
v
e
o
f
th
e
k
in
et
ic
s
o
f
th
e
p
ro
ce
ss
.
T
h
e
sh
o
rt

a
n
d

h
ig
h
ly

m
o
b
il
e
n
o
n
-s
cr
ew

se
g
m
en
ts

h
a
v
e
a
q
u
it
e
sm

a
ll

p
ro
b
a
b
il
it
y
o
f
m
u
tu
a
l
in
te
ra
ct
io
n
,
w
h
er
ea
s
th
e
in
te
rs
ec
-

ti
o
n
s
o
f
sc
re
w

a
n
d
n
o
n
-s
cr
ew

se
g
m
en
ts

a
re

fo
u
n
d
a
t
th
e

p
er
ip
h
er
y
o
f
th
e
d
o
m
a
in

o
f
ju
n
ct
io
n
fo
rm

a
ti
o
n
,
w
h
ic
h

m
ea
n
s
th
a
t
th
ey

co
n
st
it
u
te

a
w
ea
k
o
b
st
a
cl
e.

H
en
ce
,
v
er
y

li
tt
le

fo
re
st

h
a
rd
en
in
g
is

ex
p
ec
te
d
to

o
cc
u
r
a
t
lo
w

te
m
-

p
er
a
tu
re
,
in

a
g
re
em

en
t
w
it
h
th
e
re
su
lt
s
re
p
o
rt
ed

in
F
ig
.
5

a
n
d

th
e
a
b
se
n
ce

o
f
ju
n
ct
io
n
s
in

th
e
si
m
u
la
te
d

m
ic
ro
-

st
ru
ct
u
re
s
(F
ig
.
3
(b
))
.

A
t
h
ig
h
te
m
p
er
a
tu
re
,
in

co
n
tr
a
st
,
th
e
h
a
rd
en
in
g
d
u
e

to
th
e
p
ri
sm

a
ti
c
fo
re
st

sh
o
u
ld

n
o
t
b
e
m
u
ch

d
iff
er
en
t

fr
o
m

th
e
ty
p
ic
a
l
st
a
g
e
II

b
eh
a
v
io
r
o
f
fc
c
cr
y
st
a
ls
,
si
n
ce

th
e
m
a
p
p
in
g
sh
o
w
n
in

F
ig
.
6
(a
)
is

n
o
t
m
u
ch

d
iff
er
en
t

fr
o
m

th
e
o
n
e
fo
u
n
d
fo
r
e.
g
.,
L
o
m
er

lo
ck
s
[3
6
].

4
.4
.2
.
M
o
d
el

si
m
u
la
ti
o
n
s
o
f
fo
re
st

h
a
rd
en
in
g

In
o
rd
er

to
su
b
st
a
n
ti
a
te

th
e
in
fo
rm

a
ti
o
n

p
ro
v
id
ed

b
y
th
e
in
te
ra
ct
io
n
m
a
p
p
in
g
,
m
o
d
el

si
m
u
la
ti
o
n
s
o
f
fo
r-

es
t

h
a
rd
en
in
g

w
er
e

p
er
fo
rm

ed
.

T
h
e

a
im

o
f

th
o
se

F
ig
.
6
.
In
te
ra
ct
io
n

m
a
p
p
in
g
fo
r
tw

o
d
is
lo
ca
ti
o
n

se
g
m
en
ts

o
f
le
n
g
th

1
0
lm

in
tw

o
in
te
rs
ec
ti
n
g
p
ri
sm

a
ti
c
p
la
n
es
.
T
h
e
a
n
g
le
s
u
1
a
n
d
u
2
d
efi
n
e

th
e
o
ri
en
ta
ti
o
n
o
f
th
e
li
n
es

w
it
h
re
sp
ec
t
to

th
e
in
te
rs
ec
ti
o
n
o
f
th
e
tw

o

sl
ip

p
la
n
es
.
(a
)
S
im

u
la
ti
o
n
re
su
lt
s
(fi
ll
ed

re
ct
a
n
g
le
s,

cr
o
ss
es

a
n
d
o
p
en

ci
rc
le
s
re
fe
r
to

ju
n
ct
io
n
fo
rm

a
ti
o
n
,
cr
o
ss
ed
-s
ta
te
a
n
d
re
p
u
ls
iv
e
cr
o
ss
in
g
,

re
sp
ec
ti
v
el
y
).

(b
)
E
la
st
ic

p
re
d
ic
ti
o
n

fo
r
th
e
in
te
ra
ct
io
n

fo
rc
e
o
f
tw

o

in
fi
n
it
e
a
n
d
st
ra
ig
h
t
d
is
lo
ca
ti
o
n
s
(s
ee

te
x
t
fo
r
d
et
a
il
).

4
3
2
4

G
.
M
o
n
n
et

et
a
l.
/
A
ct
a
M
a
te
ri
a
li
a
5
2
(
2
0
0
4
)
4
3
1
7
–
4
3
2
8

F
ig
.
3
(d
).
H
en
ce
,
a
tr
a
n
si
ti
o
n
is

o
b
ta
in
ed

fr
o
m

th
e
lo
w

te
m
p
er
a
tu
re

re
g
im

e
to

a
h
ig
h
te
m
p
er
a
tu
re

re
g
im

e
g
o
v
-

er
n
ed

b
y
d
is
lo
ca
ti
o
n
in
te
rs
ec
ti
o
n
s
a
n
d
ch
a
ra
ct
er
iz
ed

b
y

p
ri
m
a
ri
ly

a
th
er
m
a
l
p
ro
ce
ss
es
.

T
h
e
in
fl
u
en
ce

o
f
st
ra
in

ra
te

o
n

th
e
m
ec
h
a
n
ic
a
l
re
-

sp
o
n
se

w
a
s
a
ls
o
te
st
ed
.
S
im

u
la
ti
o
n
re
su
lt
s
o
b
ta
in
ed

a
t

T
¼

3
0
0
K

a
n
d
w
it
h
th
re
e
d
iff
er
en
t
im

p
o
se
d
st
ra
in

ra
te
s

a
re

sh
o
w
n
in

F
ig
.
5
.
T
h
e
st
ra
in

ra
te

se
n
si
ti
v
it
y
o
f
th
e

y
ie
ld

st
re
ss

is
,
a
s
ex
p
ec
te
d
,
fu
ll
y

co
n
si
st
en
t
w
it
h

th
e

se
n
si
ti
v
it
y
o
f
th
e
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
v
el
o
ci
ti
es

to
th
e
ef
-

fe
ct
iv
e
st
re
ss
,
a
s
d
ed
u
ce
d
fr
o
m

th
e
im

p
o
se
d
v
el
o
ci
ty

ru
le

(c
f.
S
ec
ti
o
n
3
.1
).
F
o
r
in
st
a
n
ce
,
th
e
v
a
lu
e
o
f
th
e
a
ct
iv
a
ti
o
n

v
o
lu
m
e,

V
,
ca
n
b
e
d
ed
u
ce
d
fr
o
m

F
ig
.
5
,
b
y
m
ea
su
ri
n
g

th
e
st
re
ss

d
iff
er
en
ce

a
ss
o
ci
a
te
d
w
it
h
a
ch
a
n
g
e
in

st
ra
in

ra
te

b
y
a
fa
ct
o
r
o
f
1
0
,
in

co
n
d
it
io
n
s
o
f
co
n
st
a
n
t
d
is
lo
-

ca
ti
o
n

d
en
si
ty

(i
.e
.,

a
t
th
e
st
re
ss

m
a
x
im

a
).

O
n
e
fi
n
d
s

V
�

2
2
b3
,
w
h
er
ea
s
th
e
in
p
u
t
v
a
lu
e
d
ed
u
ce
d
fr
o
m

E
q
.
(6
)

is
V

¼
�
d
D
G
ðs

� Þ
=
d
s�

¼
1
9
b3
.

T
h
e
tw

o
ch
ec
k
s
p
re
se
n
te
d
a
b
o
v
e,

a
n
d
o
th
er
s
th
a
t
a
re

n
o
t
re
p
o
rt
ed

h
er
e,
si
m
p
ly

sh
o
w

th
a
t,
ju
st

li
k
e
in

th
e
ca
se

o
f
b
cc

m
et
a
ls
[3
2
],
th
e
th
er
m
a
ll
y
a
ct
iv
a
te
d
p
ro
p
er
ti
es

o
f

th
e
si
m
u
la
te
d
m
ec
h
a
n
ic
a
l
re
sp
o
n
se

a
re

th
e
sa
m
e
a
s
th
o
se

im
p
le
m
en
te
d
in

th
e
v
el
o
ci
ty

la
w

fo
r
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s

(E
q
s.

(5
)
a
n
d

(6
))
.
In

th
e
a
b
se
n
ce

o
f
a
n
y

th
eo
re
ti
ca
l

p
re
d
ic
ti
o
n
o
f
th
e
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
m
o
b
il
it
ie
s,

a
fi
tt
in
g

p
ro
ce
d
u
re

su
ch

a
s
th
e
o
n
e
u
ti
li
ze
d
h
er
e
is
u
n
a
v
o
id
a
b
le
.
It

a
ll
o
w
s,

n
ev
er
th
el
es
s,

p
er
fo
rm

in
g
a
st
u
d
y
o
f
th
e
m
es
o
-

sc
o
p
ic

re
sp
o
n
se

re
la
te
d
to

th
e
fo
re
st

a
n
d
st
ra
in

h
a
rd
en
-

in
g
p
ro
p
er
ti
es
.

4
.4
.
F
o
re
st

h
a
rd
en
in
g

B
ey
o
n
d

th
e
y
ie
ld

st
re
ss
,
th
e
d
is
lo
ca
ti
o
n

d
en
si
ty

in
-

cr
ea
se
s
co
n
ti
n
u
o
u
sl
y
a
n
d

d
is
lo
ca
ti
o
n

in
te
rs
ec
ti
o
n
s
a
n
d

re
a
ct
io
n
s
b
ec
o
m
e
m
o
re

fr
eq
u
en
t.

Q
u
it
e
g
en
er
a
ll
y
,
th
e

co
rr
es
p
o
n
d
in
g
in
cr
ea
se

in
g
li
d
e
re
si
st
a
n
ce

is
th
o
u
g
h
t
to

b
e
re
sp
o
n
si
b
le

fo
r
st
ra
in

h
a
rd
en
in
g
.
H
o
w
ev
er
,
n
o
m
ea
-

su
ra
b
le

w
o
rk

h
a
rd
en
in
g
w
a
s
y
ie
ld
ed

b
y
th
e
p
re
se
n
t
D
D

si
m
u
la
ti
o
n
s
in

th
e
lo
w

te
m
p
er
a
tu
re

ra
n
g
e,

a
s
ca
n

b
e

ch
ec
k
ed

fr
o
m

F
ig
.
5
.
In

co
n
tr
a
st
,
a
sm

o
o
th

y
ie
ld

p
o
in
t

w
a
s
sy
st
em

a
ti
ca
ll
y

re
co
rd
ed

,
in
d
u
ci
n
g

so
m
e
so
ft
en
in
g

ei
th
er

ju
st

a
ft
er

th
e

y
ie
ld

st
re
ss

o
r

a
ft
er

a
v
a
ri
a
b
le

a
m
o
u
n
t
o
f
st
ra
in
.
T
h
is

fe
a
tu
re

is
a
ss
o
ci
a
te
d

w
it
h

a

co
n
ti
n
u
o
u
s
m
u
lt
ip
li
ca
ti
o
n
o
f
th
e
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
a
n
d

a
n
a
b
se
n
ce

o
f
st
o
ra
g
e,
le
a
d
in
g
to

a
p
la
st
ic
st
ra
in

ra
te

th
a
t

sl
ig
h
tl
y
in
cr
ea
se
s
a
b
o
v
e
th
e
n
o
m
in
a
l
v
a
lu
e.
T
h
is
se
em

s
to

in
d
ic
a
te

th
a
t
th
e
in
te
ra
ct
io
n
b
et
w
ee
n
p
ri
sm

a
ti
c
sl
ip

sy
s-

te
m
s
d
o
es

n
o
t
h
a
rd
en

th
e
cr
y
st
a
l.

T
o

u
n
d
er
st
a
n
d

th
is

u
n
ex
p
ec
te
d

re
su
lt
,
th
e
st
re
n
g
th

o
f
th
e
p
ri
sm

a
ti
c
fo
re
st

w
a
s
ex
a
m
in
ed

b
y
tw

o
d
iff
er
en
t
m
et
h
o
d
s.
A
n
in
te
ra
ct
io
n

m
a
p
p
in
g
w
a
s
co
n
st
ru
ct
ed
,
w
h
ic
h
d
es
cr
ib
es

th
e
d
o
m
a
in

o
f
ju
n
ct
io
n
fo
rm

a
ti
o
n
fo
r
d
iff
er
en
t
p
o
ss
ib
le

g
eo
m
et
ri
ca
l

co
n
fi
g
u
ra
ti
o
n
s.

It
is

em
p
h
a
si
ze
d

th
a
t,

o
w
in
g

to
th
e

p
u
re
ly

el
a
st
ic

n
a
tu
re

o
f
th
e
p
ro
ce
ss
es

in
v
es
ti
g
a
te
d
,
th
es
e

si
m
u
la
ti
o
n
s
a
re

p
a
ra
m
et
er
-f
re
e.

F
u
rt
h
er
,
m
o
d
el

si
m
u
la
-

ti
o
n
s
o
f
la
te
n
t
h
a
rd
en
in
g
w
er
e
p
er
fo
rm

ed
to

q
u
a
n
ti
fy

th
e

co
n
tr
ib
u
ti
o
n
o
f
th
e
fo
re
st

d
en
si
ty

to
th
e
fl
o
w

st
re
ss
.

4
.4
.1
.
In
te
ra
ct
io
n
m
a
p
p
in
g

T
h
e
o
ri
en
ta
ti
o
n

d
ep
en
d
en
ce

o
f
th
e
in
te
ra
ct
io
n

b
e-

tw
ee
n

tw
o

in
it
ia
ll
y

st
ra
ig
h
t,

n
o
n
-c
o
p
la
n
a
r,

se
g
m
en
ts

g
li
d
in
g
in

tw
o
d
iff
er
en
t
p
ri
sm

a
ti
c
p
la
n
es

h
a
s
b
ee
n
si
m
-

u
la
te
d
.
F
o
r
m
o
re

d
et
a
il

o
n

th
e

p
ro
ce
d
u
re

u
se
d
,
th
e

re
a
d
er

is
re
fe
re
ed

to
a
re
ce
n
t
sy
st
em

a
ti
c
st
u
d
y
p
er
fo
rm

ed

o
n
b
cc

a
n
d
fc
c
m
et
a
ls
[3
4
].
F
ig
.
6
(a
)
sh
o
w
s
th
e
m
a
p
p
in
g

o
b
ta
in
ed

fo
r
th
e
in
te
ra
ct
io
n
o
f
tw

o
se
g
m
en
ts

o
f
in
it
ia
l

le
n
g
th

1
0

lm
a
n
d

w
it
h

v
a
ri
a
b
le

o
ri
en
ta
ti
o
n
s,

in
a

g
ra
p
h
ic
a
l
re
p
re
se
n
ta
ti
o
n

si
m
il
a
r
to

th
e

o
n
e

u
se
d

b
y

W
ic
k
h
a
m

et
a
l.
[3
5
]
fo
r
b
cc

m
et
a
ls
a
n
d
M
a
d
ec

et
a
l.
[3
6
]

fo
r
fc
c
m
et
a
ls
.
T
h
e
o
ri
en
ta
ti
o
n
o
f
th
e
li
n
es

a
re

d
efi
n
ed

b
y

th
ei
r
a
n
g
le
s
u
1
a
n
d

u
2

w
it
h

re
sp
ec
t
to

½0
0
0
1
�,

th
e

05010
0

15
0

20
0

25
0

0
10

0
20

0
30

0
40

0
50

0
60

0

T
em

p
er

at
u

re
 (

K
)

Shear stress (MPa)

F
ig
.
4
.
T
em

p
er
a
tu
re

d
ep
en
d
en
ce

o
f
th
e
C
R
S
S
u
n
d
er

a
co
n
st
a
n
t
im

-

p
o
se
d
st
ra
in

ra
te

o
f
1
0
�
3
s�

1
.
T
h
e
si
m
u
la
ti
o
n
re
su
lt
s
(�

)
a
re

co
m
p
a
re
d

to
th
e
ex
p
er
im

en
ta
l
v
a
lu
es

[8
]
u
se
d
to

ca
li
b
ra
te

th
e
v
el
o
ci
ty

o
f
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
se
g
m
en
ts

(�
).

F
ig
.
5
.
S
im

u
la
te
d
st
re
ss
–
st
ra
in

cu
rv
es

o
b
ta
in
ed

a
t
T
¼

3
0
0
K

a
n
d
w
it
h

th
re
e
d
iff
er
en
t
im

p
o
se
d
st
ra
in

ra
te
s.
T
h
e
si
m
u
la
ti
o
n
co
n
d
it
io
n
s
a
re

th
e

sa
m
e
a
s
in

F
ig
.
4
.

G
.
M
o
n
n
et

et
a
l.
/
A
ct
a
M
a
te
ri
a
li
a
5
2
(
2
0
0
4
)
4
3
1
7
–
4
3
2
8

4
3
2
3



o
r
a
b
se
n
ce

o
f
a
fo
re
st

d
en
si
ty
.
T
h
e
st
re
ss

le
v
el
s
re
a
ch
ed

w
it
h
ed
g
e
d
is
lo
ca
ti
o
n
s
d
ep
en
d
o
n
th
ei
r
m
o
b
il
it
y
.
T
h
u
s,

th
ey

d
ep
en
d

o
n

th
e
co
n
st
it
u
ti
v
e
a
ss
u
m
p
ti
o
n
s
m
a
d
e
in

S
ec
ti
o
n

3
.2
.
W
h
a
t
m
a
tt
er
s,

h
o
w
ev
er
,
is

th
e
d
iff
er
en
ce

re
co
rd
ed

in
th
e
p
re
se
n
ce

o
r
a
b
se
n
ce

o
f
a
fo
re
st

d
en
si
ty
.

W
it
h

a
n
in
it
ia
ll
y
ed
g
e
d
is
lo
ca
ti
o
n
li
n
e,

a
si
g
n
ifi
ca
n
t

h
a
rd
en
in
g

is
o
b
ta
in
ed
.
A

m
o
d
er
a
te

fo
re
st

d
en
si
ty

o
f

q f
¼

1
0
1
2
m

�
2
in
d
u
ce
s
in

th
e
p
re
se
n
t
ca
se

a
st
re
ss

in
-

cr
ea
se

o
f
1
2
M
P
a
a
t
3
0
0
K
.
In

co
m
p
a
ri
so
n
,
th
e
h
a
rd
-

en
in
g
re
co
rd
ed

fo
r
sc
re
w

li
n
es

d
o
es

n
o
t
ex
ce
ed

3
M
P
a
.

T
h
is

si
m
p
le

ex
a
m
p
le

co
n
fi
rm

s
th
a
t
th
e
m
o
ti
o
n
o
f
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
is

w
ea
k
ly

se
n
si
ti
v
e

to
th
e
p
re
se
n
ce

o
f
a

p
ri
sm

a
ti
c
fo
re
st
.
In

th
e
a
b
se
n
ce

o
f
ju
n
ct
io
n
s,
th
e
in
cr
ea
se

in
fl
o
w

st
re
ss

re
co
rd
ed

fo
r
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
d
o
es

n
o
t

re
su
lt

fr
o
m

li
n
e
te
n
si
o
n

eff
ec
ts
.
It

a
ri
se
s
fr
o
m

a
lo
ca
l

d
ec
re
a
se

in
d
is
lo
ca
ti
o
n
m
o
b
il
it
y
d
u
e
to

su
p
er
k
in
k
fo
r-

m
a
ti
o
n
u
p
o
n
el
a
st
ic

in
te
ra
ct
io
n
s
w
it
h
o
b
st
a
cl
es

a
t
sm

a
ll

a
p
p
ro
a
ch

d
is
ta
n
ce
s
(F
ig
.
7
(b
))
.
U
n
d
er

a
co
n
st
a
n
t
im

-

p
o
se
d
d
is
lo
ca
ti
o
n
m
o
b
il
it
y
,
th
e
co
rr
es
p
o
n
d
in
g
re
d
u
ct
io
n

in
th
e
fr
ee
-l
en
g
th

o
f
th
e
sc
re
w

se
g
m
en
ts

re
su
lt
s
in

a
ra
-

th
er

sm
a
ll

h
a
rd
en
in
g

a
cc
o
rd
in
g

to
E
q
.
(5
).

In
d
ee
d
,
a

sm
a
ll
st
re
ss

in
cr
ea
se

in
th
e
ex
p
o
n
en
ti
a
l
te
rm

is
su
ffi
ci
en
t

to
co
m
p
en
sa
te

fo
r
th
e
d
ec
re
a
se

o
f
th
e
p
re
fa
ct
o
r.

5
.
D
is
cu
ss
io
n

A
s
w
a
s
sh
o
w
n
in

F
ig
s.
4
a
n
d
5
,
th
e
se
n
si
ti
v
it
y
o
f
th
e

fl
o
w

st
re
ss

to
te
m
p
er
a
tu
re

a
n
d
st
ra
in

ra
te

ca
n
b
e
p
ro
p
-

er
ly

re
p
ro
d
u
ce
d
p
ro
v
id
ed

th
a
t
th
e
st
re
ss

v
s.
v
el
o
ci
ty

la
w

fo
r
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
is

k
n
o
w
n

a
n
d

th
a
t
th
e

sc
re
w

m
o
b
il
it
y
is

lo
w

co
m
p
a
re
d
to

th
a
t
o
f
ed
g
es
.
T
h
u
s,

p
ri
s-

m
a
ti
c
sl
ip

o
f
d
is
lo
ca
ti
o
n
s
in

p
u
re

Z
r
a
t
lo
w

te
m
p
er
a
tu
re

is
en
ti
re
ly

d
et
er
m
in
ed

b
y
th
e
st
ro
n
g
la
tt
ic
e
fr
ic
ti
o
n
o
n

sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s.

S
in
ce

th
e
p
h
y
si
ca
l
o
ri
g
in

o
f
so
lu
te

h
a
rd
en
in
g
is

st
il
l
a
m
a
tt
er

o
f
d
eb
a
te

(s
ee

[6
,9
])
,
it
is

a
c-

co
u
n
te
d
fo
r
b
y
lu
m
p
in
g
it
in
to

th
e
v
el
o
ci
ty

ru
le
fo
r
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s.

T
h
er
e
is

a
ls
o
a
n
in
te
ra
ct
io
n
b
et
w
ee
n
n
o
n
-

sc
re
w

se
g
m
en
ts

a
n
d
im

p
u
ri
ti
es
,
w
h
ic
h
ca
n
b
e
a
cc
o
u
n
te
d

fo
r

b
y

th
e

m
o
b
il
it
y

la
w

fo
r
n
o
n
-s
cr
ew

d
is
lo
ca
ti
o
n
s.

H
o
w
ev
er
,
th
is

in
te
ra
ct
io
n
is

n
o
t
st
ro
n
g
en
o
u
g
h
to

p
re
-

v
en
t
th
e

fo
rm

a
ti
o
n

o
f
lo
n
g

sc
re
w

se
g
m
en
ts

a
t
lo
w

te
m
p
er
a
tu
re
.

T
h
e
st
ra
in

h
a
rd
en
in
g
p
ro
d
u
ce
d
b
y
th
e
in
te
ra
ct
io
n
o
f

p
ri
sm

a
ti
c
sl
ip

sy
st
em

s
a
t
lo
w

te
m
p
er
a
tu
re

is
u
n
ex
p
ec
t-

ed
ly

sm
a
ll
.
T
h
e
tw

o
a
p
p
ro
a
ch
es

u
se
d
h
er
e,

n
a
m
el
y
th
e

m
a
p
p
in
g

o
f
eq
u
il
ib
ri
u
m

co
n
fi
g
u
ra
ti
o
n
s
o
f
in
te
ra
ct
in
g

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
a
n
d

th
e
si
m
u
la
ti
o
n
s
o
f
fo
re
st

h
a
rd
en
in
g
,

p
ro
v
id
e
re
su
lt
s
th
a
t
a
re

co
n
si
st
en
t
w
it
h

th
e
si
m
u
la
te
d

m
ic
ro
st
ru
ct
u
re
s.
W
h
il
e
ed
g
e
d
is
lo
ca
ti
o
n
s
fo
rm

ju
n
ct
io
n
s

w
it
h
fo
re
st

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
o
f
a
ll
ch
a
ra
ct
er
s,
th
e
in
te
ra
ct
io
n

b
et
w
ee
n

sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
n
ev
er

re
su
lt
s
in

ju
n
ct
io
n

fo
rm

a
ti
o
n
.
A
s

a
co
n
se
q
u
en
ce
,
th
e

lo
w

te
m
p
er
a
tu
re

h
a
rd
en
in
g
is
ra
th
er

m
o
d
er
a
te
,
si
n
ce

it
o
n
ly

in
v
o
lv
es

n
o
n
-

co
n
ta
ct

in
te
ra
ct
io
n
s.

O
n
e
m
a
y
n
o
te

th
a
t
it

w
a
s
n
o
t
es
-

ti
m
a
te
d
h
er
e
u
si
n
g
a
T
a
y
lo
r-
ty
p
e
re
la
ti
o
n
sh
ip

b
et
w
ee
n

fl
o
w
st
re
ss

a
n
d
th
e
sq
u
a
re

ro
o
t
o
f
fo
re
st
d
en
si
ty
.
In
d
ee
d
,

a
s
w
a
s
sh
o
w
n
ex
p
er
im

en
ta
ll
y
b
y
K
eh

a
n
d
W
ei
ss
m
a
n
n
in

th
e
ca
se

o
f
a
lp
h
a
-i
ro
n

[3
8
]
a
n
d

fu
rt
h
er

ch
ec
k
ed

in
a

si
m
u
la
ti
o
n
st
u
d
y
o
f
b
cc

cr
y
st
a
ls
a
t
lo
w

te
m
p
er
a
tu
re

[3
2
],

th
e
T
a
y
lo
r
re
la
ti
o
n
d
o
es

n
o
t
a
p
p
ly

to
fo
re
st
h
a
rd
en
in
g
in

th
e
p
re
se
n
ce

o
f
st
ro
n
g
P
ei
er
ls

fo
rc
es
.
T
h
is

re
la
ti
o
n
is

in

fa
ct

o
n
ly

v
a
li
d
fo
r
d
is
lo
ca
ti
o
n
s
th
a
t
b
o
w
o
u
t
u
n
d
er

st
re
ss

a
n
d
ta
k
e
eq
u
il
ib
ri
u
m

sh
a
p
es

b
et
w
ee
n
fo
re
st
o
b
st
a
cl
es
.
In

co
n
tr
a
st
,
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
st
il
l
m
o
v
e
a
s
st
ra
ig
h
t
li
n
es

in

th
e
sa
m
e
co
n
d
it
io
n
s
(c
o
m
p
a
re

F
ig
.
7
(a
)
a
n
d
(b
))
.

T
h
e
si
m
u
la
te
d
st
re
ss
–
st
ra
in

cu
rv
es

a
ct
u
a
ll
y
ex
h
ib
it
a

h
a
rd
en
in
g

th
a
t
is

sm
a
ll
er

th
a
n

th
e
o
n
e
p
re
d
ic
te
d

b
y

m
o
d
el

si
m
u
la
ti
o
n
s
o
f
fo
re
st

h
a
rd
en
in
g
,
o
r
ev
en

a
sm

a
ll

so
ft
en
in
g
(F
ig
.
5
).

T
h
is

is
d
u
e
to

th
e
m
u
lt
ip
li
ca
ti
o
n
o
f

sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
in

th
e
a
b
se
n
ce

o
f
o
b
st
a
cl
es

th
a
t
ca
n

si
g
n
ifi
ca
n
tl
y
re
d
u
ce

th
ei
r
m
o
b
il
it
y
w
it
h
in
cr
ea
si
n
g
st
ra
in
.

T
h
u
s,
si
n
g
le

cr
y
st
a
ls
o
f
T
i
o
r
Z
r
d
ef
o
rm

ed
in

co
n
d
it
io
n
s

o
f
si
n
g
le

o
r
d
u
p
le
x
sl
ip

o
n
p
ri
sm

a
ti
c
p
la
n
es

a
re

ex
p
ec
te
d

to
sh
o
w

a
ra
th
er

fl
a
t
in
it
ia
l
d
ef
o
rm

a
ti
o
n
st
a
g
e
a
s
lo
n
g
a
s

o
th
er

sl
ip

sy
st
em

s
a
re

n
o
t
a
ct
iv
a
te
d
.
E
x
p
er
im

en
ta
l
ev
i-

d
en
ce
s
o
b
ta
in
ed

in
su
ch

co
n
d
it
io
n
s
a
re

a
v
a
il
a
b
le

fo
r

b
o
th

T
i
[9
]
a
n
d
Z
r
cr
y
st
a
ls
(F
ig
.
9
).
T
h
is
fi
g
u
re

sh
o
w
s
th
e

st
re
ss
–
st
ra
in

cu
rv
e

o
f
a

Z
r
si
n
g
le

cr
y
st
a
l
co
n
ta
in
in
g

4
0
0
w
t.
p
p
m

o
f
o
x
y
g
en

a
t
3
0
0
K
.
T
h
e
o
ri
en
ta
ti
o
n
o
f
th
e

st
re
ss

a
x
is
is
cl
o
se

to
th
e
o
n
e
in
v
es
ti
g
a
te
d
h
er
e,

b
u
t
su
ch

th
a
t
a

si
n
g
le

p
ri
sm

a
ti
c
sl
ip

p
la
n
e
is

a
ct
iv
a
te
d

w
it
h

a

S
ch
m
id

fa
ct
o
r
o
f
0
.4
6
(J
.
C
re
p
in
,
u
n
p
u
b
li
sh
ed

w
o
rk
).

A
k
in
d
o
f
ea
sy

g
li
d
e
b
eh
a
v
io
r
is

o
b
ta
in
ed
,
w
it
h
p
ra
ct
i-

ca
ll
y
n
o
m
ea
su
ra
b
le

st
ra
in

h
a
rd
en
in
g
.
A
t
la
rg
er

st
ra
in
s,

a
st
a
g
e
w
it
h

st
ro
n
g
er

h
a
rd
en
in
g
is

o
b
se
rv
ed
,
w
h
ic
h

is

a
ss
o
ci
a
te
d

w
it
h

th
e
o
n
se
t
o
f
fi
rs
t-
o
rd
er

p
y
ra
m
id
a
l
sl
ip

a
n
d
th
e
o
b
se
rv
a
ti
o
n
o
f
cr
o
ss
-s
li
p
p
ed

tr
a
ce
s
a
t
th
e
su
rf
a
ce

o
f
th
e
d
ef
o
rm

ed
cr
y
st
a
ls
.
In

sp
it
e
o
f
th
e
a
n
a
lo
g
y
th
a
t
is

o
ft
en

m
a
d
e
b
et
w
ee
n
th
e
lo
w

te
m
p
er
a
tu
re

p
ro
p
er
ti
es

o
f

b
cc

m
et
a
ls
a
n
d
h
cp

m
et
a
ls

d
ef
o
rm

in
g
b
y
p
ri
sm

a
ti
c
sl
ip
,

th
e

st
re
ss
–
st
ra
in

re
sp
o
n
se
s
a
p
p
ea
r,

th
u
s,

to
b
e

q
u
it
e

S
tr

ai
n
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F
ig
.
9
.
S
tr
es
s–
st
ra
in

cu
rv
e
o
f
a
Z
r
cr
y
st
a
l
in

ea
sy

g
li
d
e
co
n
d
it
io
n
s
a
t

T
¼

3
0
0
K

a
n
d
w
it
h
a
n
im

p
o
se
d
st
ra
in

ra
te

o
f
2
�
1
0
�
4
s�

1
.
A
ft
er

J.

C
r� e
p
in

(u
n
p
u
b
li
sh
ed

w
o
rk
),
b
y
co
u
rt
es
y
.

4
3
2
6

G
.
M
o
n
n
et

et
a
l.
/
A
ct
a
M
a
te
ri
a
li
a
5
2
(
2
0
0
4
)
4
3
1
7
–
4
3
2
8

co
m
p
u
ta
ti
o
n
s
is

to
in
v
es
ti
g
a
te
,
in

d
y
n
a
m
ic

co
n
d
it
io
n
s

in
v
o
lv
in
g
a
n
a
p
p
li
ed

st
re
ss

a
n
d
th
e
eff
ec
t
o
f
th
e
la
tt
ic
e

fr
ic
ti
o
n
,
th
e
co
n
tr
ib
u
ti
o
n

fr
o
m

se
v
er
a
l
ty
p
es

o
f
in
te
r-

se
ct
io
n
s
to

th
e
g
li
d
e
re
si
st
a
n
ce
.
F
ig
.
7
(a
)
a
n
d
(b
)
sh
o
w
s

th
e
co
n
fi
g
u
ra
ti
o
n
s
a
d
o
p
te
d
b
y
lo
n
g
d
is
lo
ca
ti
o
n
li
n
es

o
f

in
it
ia
ll
y
ed
g
e
o
r
sc
re
w

ch
a
ra
ct
er

u
p
o
n
m
o
v
in
g
a
cr
o
ss

a

d
en
si
ty

o
f
in
te
rs
ec
ti
n
g
d
is
lo
ca
ti
o
n
s.

T
h
es
e
si
m
u
la
ti
o
n
s

w
er
e
ca
rr
ie
d
o
u
t
b
y
im

p
o
si
n
g
a
co
n
st
a
n
t
st
ra
in

ra
te

o
f

1
0
�
5
s�

1
.
T
h
e
fo
re
st

d
en
si
ty

w
a
s
se
t
to

1
0
1
2
m

�
2
a
n
d
it

o
n
ly

co
n
ta
in
ed

sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s,
si
n
ce

th
e
m
a
jo
ri
ty

o
f

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
in

th
e
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re

h
a
v
e
th
a
t
ch
a
ra
ct
er
.

T
h
e
a
p
p
li
ed

re
so
lv
ed

st
re
ss

o
n
th
e
fo
re
st

sl
ip

sy
st
em

w
a
s

se
t
to

ze
ro

in
o
rd
er

to
p
re
v
en
t
th
e
fo
re
st

d
en
si
ty

fr
o
m

m
u
lt
ip
ly
in
g
u
n
d
er

st
re
ss
.

A
m
o
b
il
e
li
n
e
o
f
in
it
ia
ll
y
ed
g
e
ch
a
ra
ct
er

a
cq
u
ir
es

a

d
is
ti
n
ct

ro
u
g
h
n
es
s
d
u
ri
n
g
it
s
m
o
ti
o
n
,
w
h
ic
h
sh
o
w
s
th
a
t
it

is
,
in
d
ee
d
,
st
ro
n
g
ly

p
in
n
ed

b
y

ju
n
ct
io
n
s
fo
rm

ed
w
it
h

fo
re
st
o
b
st
a
cl
es
.
T
h
es
e
ju
n
ct
io
n
s
in
d
u
ce

lo
ca
l
b
o
w
ed
-o
u
t

co
n
fi
g
u
ra
ti
o
n
s
th
a
t
te
n
d
to

a
li
g
n
th
em

se
lv
es

a
lo
n
g
th
e

sc
re
w
d
ir
ec
ti
o
n
(c
f.
F
ig
.
7
(a
))
.
A
cc
o
rd
in
g
to

th
e
re
su
lt
s
o
f

F
ig
.
6
,
th
e
in
te
ra
ct
io
n
b
et
w
ee
n
sc
re
w

a
n
d
ed
g
e
d
is
lo
ca
-

ti
o
n
is
lo
ca
te
d
a
t
th
e
p
er
ip
h
er
y
o
f
th
e
ju
n
ct
io
n
lo
b
e
a
n
d

re
su
lt
s
in

a
w
ea
k
ju
n
ct
io
n
.
H
o
w
ev
er
,
w
h
en

th
e
li
n
es

th
a
t

b
o
w

o
u
t
d
u
ri
n
g
th
e
u
n
zi
p
p
in
g
p
ro
ce
ss

re
a
ch

th
e
sc
re
w

o
ri
en
ta
ti
o
n
,
th
ey

fo
rm

sm
a
ll
se
g
m
en
ts

o
f
sc
re
w

o
ri
en
-

ta
ti
o
n
(c
f.

a
rr
o
w
s
in

F
ig
.
7
(a
))
.
S
in
ce

th
es
e
sc
re
w

se
g
-

m
en
ts

h
a
v
e
a
lo
w
m
o
b
il
it
y
,
th
ey

d
el
a
y
th
e
d
es
tr
u
ct
io
n
o
f

th
e
ju
n
ct
io
n
a
n
d
in
cr
ea
se

th
e
eff
ec
ti
v
e
ju
n
ct
io
n
st
re
n
g
th

w
it
h
re
sp
ec
t
to

it
s
v
a
lu
e
a
t
h
ig
h
te
m
p
er
a
tu
re
.

T
h
e
le
n
g
th

o
f
th
e
ju
n
ct
io
n
s,

re
d
u
ce
d
b
y
th
e
a
v
er
a
g
e

d
is
ta
n
ce

b
et
w
ee
n

fo
re
st

o
b
st
a
cl
es
,
is

sh
o
rt
er

th
a
n

p
re
-

d
ic
te
d
b
y
si
m
p
li
fi
ed

en
er
g
et
ic

a
rg
u
m
en
ts
.
T
h
is

is
d
u
e
to

th
e
eff
ec
t
o
f
th
e
a
p
p
li
ed

st
re
ss
,
w
h
ic
h
re
d
u
ce
s
th
e
eq
u
i-

li
b
ri
u
m

le
n
g
th

o
f
ju
n
ct
io
n
s
a
n
d
a
ls
o
to

a
k
in
et
ic

eff
ec
t.

T
h
e
fo
re
st

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
o
f
sc
re
w

ch
a
ra
ct
er

h
a
v
e
a
lo
w

m
o
b
il
it
y

a
n
d

th
e
ju
n
ct
io
n
s
a
re

u
n
zi
p
p
ed

u
n
d
er

st
re
ss

b
ef
o
re

h
a
v
in
g
re
a
ch
ed

th
ei
r
m
a
x
im

u
m

ex
te
n
si
o
n
.

G
li
d
in
g
sc
re
w
d
is
lo
ca
ti
o
n
s
d
o
n
o
t
ex
h
ib
it
a
n
y
m
a
rk
ed

ro
u
g
h
n
es
s
(F
ig
.
7
(b
))

a
n
d
d
o
n
o
t
fo
rm

st
a
b
le

ju
n
ct
io
n
s

w
it
h

th
e
fo
re
st

d
is
lo
ca
ti
o
n
s,

a
s
ex
p
ec
te
d
.
O
n
ly

a
fe
w

su
p
er
k
in
k
s
a
re

o
b
se
rv
ed

to
fo
rm

o
n
th
e
sc
re
w

li
n
es

a
s
a

re
su
lt

o
f
th
e
st
ro
n
g
lo
ca
l
el
a
st
ic

in
te
ra
ct
io
n
s
o
cc
u
rr
in
g

w
h
en

li
n
es

a
re

cr
o
ss
in
g
ea
ch

o
th
er
.
H
en
ce
,
th
e
p
ro
p
a
-

g
a
ti
o
n
o
f
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
li
n
es

in
p
ri
sm

a
ti
c
sl
ip

p
la
n
es

is
m
o
st
ly

in
se
n
si
ti
v
e
to

p
ri
sm

a
ti
c
fo
re
st

o
b
st
a
cl
es
,
ex
ce
p
t

in
th
e
o
cc
a
si
o
n
a
l
ca
se
s
w
h
er
e
th
e
la
tt
er

a
re

o
f
n
o
n
-s
cr
ew

ch
a
ra
ct
er
.

F
ig
.
8
sy
n
th
es
iz
es

th
es
e
re
su
lt
s
b
y
sh
o
w
in
g
th
e
st
re
ss
–

st
ra
in

re
sp
o
n
se
s
a
ss
o
ci
a
te
d
w
it
h
th
e
m
o
d
el

si
m
u
la
ti
o
n
s

sh
o
w
n
in

F
ig
.
7
(a
)
a
n
d
(b
)
(c
u
rv
es

1
a
n
d
3
),
to

w
h
ic
h
a
re

a
d
d
ed

tw
o
cu
rv
es

o
b
ta
in
ed

in
th
e
a
b
se
n
ce

o
f
fo
re
st

d
is
-

lo
ca
ti
o
n
s,
fo
r
m
o
b
il
es

li
n
es

o
f
sc
re
w

a
n
d
ed
g
e
ch
a
ra
ct
er

(c
u
rv
es

2
a
n
d
4
,
re
sp
ec
ti
v
el
y
).
A
ft
er

a
tr
a
n
si
en
t
st
a
g
e,
th
e

st
re
ss

sa
tu
ra
te
s
a
t
a
le
v
el
th
a
t
is
se
n
si
ti
v
e
to

th
e
p
re
se
n
ce

F
ig
.
7
.
S
im

u
la
ti
o
n
s
o
f
fo
re
st

h
a
rd
en
in
g
.
T
h
in

fo
il
s
o
f
th
ic
k
n
es
s
0
.2

lm
ex
tr
a
ct
ed

fr
o
m

th
e
si
m
u
la
ti
o
n
ce
ll
.
T
h
e
fo
re
st

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
o
f
sc
re
w

ch
a
ra
ct
er

in
te
rs
ec
t
th
e
sl
ip

p
la
n
e
w
it
h
a
n
a
v
er
a
g
e
sp
a
ci
n
g
o
f
1
l
m
.
T
h
e
in
it
ia
l
ch
a
ra
ct
er

o
f
th
e
m
o
b
il
e
li
n
e
is
ed
g
e
(a
)
o
r
sc
re
w
(b
).
N
o
ti
ce

in
(a
)
th
e
sh
o
rt
sc
re
w

se
g
m
en
ts

fo
rm

ed
n
ea
r
th
e
ju
n
ct
io
n
s
(a
rr
o
w
s)
.

F
ig
.
8
.
S
im

u
la
ti
o
n
s
o
f
fo
re
st

h
a
rd
en
in
g
:
in
fl
u
en
ce

o
f
th
e
p
ri
sm

a
ti
c

fo
re
st

o
n

th
e
st
re
ss
–
st
ra
in

cu
rv
e
fo
r
ed
g
e
a
n
d

sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
a
t

T
¼

3
0
0
K

a
n
d

w
it
h
a
n

im
p
o
se
d

st
ra
in

ra
te

o
f
1
0
�
5
s�

1
.
(1
)
S
cr
ew

d
is
lo
ca
ti
o
n
li
n
e
in
te
ra
ct
in
g
w
it
h
a
p
ri
sm

a
ti
c
fo
re
st
.
(2
)
S
cr
ew

d
is
lo
ca
-

ti
o
n
li
n
e
in

th
e
a
b
se
n
ce

o
f
fo
re
st
.
(3
)
E
d
g
e
d
is
lo
ca
ti
o
n
li
n
e
in
te
ra
ct
in
g

w
it
h

a
p
ri
sm

a
ti
c
fo
re
st
.
(4
)
E
d
g
e
d
is
lo
ca
ti
o
n

li
n
e
in

th
e
a
b
se
n
ce

o
f

fo
re
st
.

G
.
M
o
n
n
et

et
a
l.
/
A
ct
a
M
a
te
ri
a
li
a
5
2
(
2
0
0
4
)
4
3
1
7
–
4
3
2
8

4
3
2
5



[2
6
]
H
en
ry

N
F
M
,
L
o
n
sd
a
le

K
.
In
te
rn
a
ti
o
n
a
l
ta
b
le
s
fo
r
X
-r
a
y
cr
y
st
a
l-

lo
g
ra
p
h
y
.
B
ir
m
in
g
h
a
m
:
T
h
e
K
y
n
o
ch

P
re
ss
;
1
9
6
9
.
p
.
1
9
.

[2
7
]
B
u
la
to
v
V
V
,
R
h
ee

M
,
C
a
i
W
.
In
:
K
u
b
in

L
P
,
S
el
in
g
er

R
L
,
B
a
ss
a
n
i

JL
,
C
h
o

K
,
ed
it
o
rs
.
M
u
lt
is
ca
le

m
o
d
el
in
g

o
f
m
a
te
ri
a
ls

–
2
0
0
0
,

S
y
m
p
P
ro
c
v
o
l
6
5
3
.
W
a
rr
en
d
a
le

(P
A
,
U
S
A
):
M
a
te
ri
a
ls

R
es
ea
rc
h

S
o
ci
et
y
;
2
0
0
1
.
p
.
Z
1
.3
.1
.

[2
8
]
M
a
d
ec

R
,
D
ev
in
cr
e
B
,
K
u
b
in

L
P
.
In
:
P
ro
ce
ed
in
g
s
o
f
IU

T
A
M

S
y
m
p
o
si
u
m

o
n

M
es
o
sc
o
p
ic

D
y
n
a
m
ic
s
in

F
ra
ct
u
re

P
ro
ce
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CHAPITRE 5

Plasticité du monocristal CFC

Le travail présenté dans ce chapitre a deux objectifs principaux. D’une part, il s’agit d”élaborer des
modèles prédictifs de la plasticité des CFC, basés sur des lois d’évolution des densités de dislocations
et pouvant être utilisés dans des modèles continus. D’autre part, les simulations de DD sont utilisées
en vue d’identifier les mécanismes physiques contrôlant les propriétés mécaniques des CFC, la forma-
tion et l’évolution des microstructures organisées de dislocations et, à plus long terme, leur impact
sur les propriétés mécaniques. Sous l’angle de la mécanique des milieux continus, l’existence d’une
microstructure auto-organisée est difficile à prendre en compte car elle introduit une hétérogénéité
spatiale en constante évolution.

5.1. Durcissement de la forêt

Cette étude entreprise il y a maintenant une dizaine d’année et qui incorpore le travail de thèse de
R. Madec est aujourd’hui en voie d’achèvement. Les simulations de DD ont permis une étude complète
du durcissement des métaux CFC, depuis les événements élémentaires d’intersection entre dislocations
jusqu’à un formalisme continu (collaboration avec T. Hoc, Ecole Centrale Paris). Ces intersections,
notamment la formation et la destruction des jonctions, ont dans un premier temps été examinées
en détail (§ 3.1). Dans la simulation, tous ces mécanismes sont traités de manière purement élastique
et sans aucun paramètre ajustable. Les résultats de cette première étape de notre étude ont permis
l’établissement de cartographies des différents types d’intersections, des longueurs des jonctions et de
leurs contraintes critiques de destruction (cf. Annexe B3).

A ce stade, il faut souligner que seule une simulation mésoscopique permet d’intégrer sur un volume
suffisant les propriétés mécaniques résultant du spectre très large de configurations élémentaires for-
mées en cours de déformation. C’est pourquoi, dans une seconde étape, nous avons pour la première
fois simulé le passage des propriétés élémentaires des interactions entre dislocations au durcissement
de la forêt dans le monocristal massif. Ces simulations ont été effectuées sur des monocristaux de
cuivre d’orientation [001], déformés en vitesse de déformation imposée. La relation classique entre
contrainte d’écoulement, τ , et racine carrée de la densité de dislocations, ρ, s’écrit :

τ = αµb
√

ρ, (5.1)

où b est la norme du vecteur de Burgers et µ module de cisaillement. Le coefficient α représente l’effet
durcissant moyen des intersections entre dislocations. α n’est pas une constante, comme montré dans
l’article reproduit ci-dessous, et varie de ≈ 0, 5 aux faibles densités à ≈ 0, 2 aux fortes densités.
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5. Plasticité du monocristal CFC

La DD conduit à des résultats en excellent accord avec les résultats expérimentaux sur le cuivre,
l’argent et l’aluminium, toujours sans paramètre ajustable. On peut en tirer plusieurs enseignements.
La loi d’échelle en √

ρ peut être améliorée en relaxant une approximation faite sur la tension de ligne
des dislocations, où un terme logarithmique est négligé. Cela permet d’éliminer les incertitudes sur
la valeur du coefficient α. On aboutit ainsi à une relation extrêmement robuste, valable quelles que
soient l’énergie de défaut d’empilement du matériau, la déformation ou l’état d’organisation de la
microstructure. Ces aspects, qui ont fait l’objet de nombreuses discussions, sont expliqués à partir
de la notion d’un mécanisme purement élastique et mettant principalement en jeu des mécanismes
pouvant être décrits en grande partie dans une approximation de tension de ligne.
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From Dislocation Junctions to Forest Hardening
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The mechanisms of dislocation intersection and strain hardening in fcc crystals are examined with
emphasis on the process of junction formation and destruction. Large-scale 3D simulations of
dislocation dynamics were performed yielding access for the first time to statistically averaged
quantities. These simulations provide a parameter-free estimate of the dislocation microstructure
strength and of its scaling law. It is shown that forest hardening is dominated by short-range elastic
processes and is insensitive to the detail of the dislocation core structure.
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The more a crystal is deformed plastically, the larger is
the stress needed to further deform it. This property,
which ensures the stability of plastic flow, is called strain
hardening. Its physical origin is understood in terms of
dislocations, the linear defects that carry plastic flow in
crystals. When two attractive dislocations gliding in dif-
ferent slip planes cross each other, they can reduce their
total energy by reacting to form a third dislocation seg-
ment called a junction. This junction lies at the intersec-
tion of the two dislocation slip planes. It is usually not
mobile and therefore represents a barrier to further dis-
location motion, until the local stress is raised to a critical
value such that the junction is destroyed and dislocation
crossing occurs. During plastic deformation, the disloca-
tion density increases and, as a result, the number of such
events continuously increases, thus leading to strain hard-
ening through a mechanism called forest hardening.

The objective of the present study is to establish a
rigorous connection between the individual configura-
tions of dislocation intersections and their macroscopic
average strength in fcc crystals and therefore to improve
the physical content of current models for strain harden-
ing. For this purpose, use is made of a mesoscale simu-
lation of dislocation dynamics (DD). The elementary
configurations of two intersecting dislocations have been
systematically studied in order to check that their indi-
vidual contributions to hardening are properly accounted
for in the present numerical model. Large-scale 3D simu-
lations of forest hardening in fcc crystals are then pre-
sented, leading for the first time to a parameter-free
computation of the relation between flow stress and dis-
location density. The obtained scaling relation is com-
pared to experimental data and its consequences are
discussed.

The calculation of the energy of isolated junction con-
figurations is a very complex problem [1]. In early studies
it was performed using elasticity theory with strong
simplifications [2,3]. More recently, a few junction con-
figurations have been studied more precisely by atomistic
[4,5] and mesoscopic simulations [6,7]. It was confirmed
that the contribution of the dislocation core regions to

junction stability is negligible compared to the elastic
contribution from regions outside the core. For instance,
it was shown that the perfect Lomer lock and the Lomer-
Cottrell lock, where the core energy is reduced by
dissociation and reaction of partial dislocations, have
practically the same critical stress for destruction [8].

Within the forest model [2], the critical resolved stress
� to destroy a junction and remobilize the dislocation
lines is proportional to �b=l, where � is the shear modu-
lus, b is the modulus of the Burgers vector of the mobile
dislocations, and l is the distance between the intersecting
obstacles along the dislocation line. The average value of
this distance scales as 1= �������f

p , where �f is the density of
forest obstacles. This leads to a well-known relationship:

�=� � �b
������

�f
p

; (1)

where the constant � is an average value of the junctions
strength over all existing configurations.

A major difficulty arises when performing this aver-
age, because of the wide spectrum of possible dislocation
reactions [3]. Nevertheless, Eq. (1) is commonly verified
by experiment. In fcc crystals, both theoretical [2,3] and
experimental estimates [9,10] exist and they suggest � �
0:35� 0:15 (cf. the review [11]).

The constitutive rules of three-dimensional DD simu-
lations have been discussed in several papers [12–14] (see
also [15] for full details on the present simulation). Thus,
for the present purpose, only a few relevant methodologi-
cal aspects require a specific discussion. In each slip
system, the continuous shapes of the dislocation lines
are discretized into a finite number of segment directions:
screw, edge, or mixed (i.e., making angles of ��=3 and
�2�=3 with the direction of the Burgers vector). This
allows us to simplify the treatment of all junction seg-
ments, whose line directions at the intersection of two
�111� glide planes are of either mixed or edge character.
Only a=2h110if111g slip systems are explicitly accounted
for (a is the lattice parameter). Additional Burgers vec-
tors of perfect dislocations are obtained by linear combi-
nation. For instance, a particular junction, the Hirth lock,
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is reproduced by superimposing segments with different
Burgers vectors according to the reaction a=2� �1110� 
a=2�110� � a�010�. As mentioned above, the dissociation
of the dislocations is a core effect that needs not to be
considered here. The same holds for the atomic jogs
formed at the lines’ intersection, as they induce a negli-
gible resistance to dislocation motion [16]. The cross slip
of screw dislocations is another important core mecha-
nism that depends sensitively on the dissociation width of
dislocations. As will be discussed below, cross slip does
not appear, however, to significantly affect the intersec-
tion mechanisms. Thus, we focus here on the results
obtained in conditions such that cross slip is deactivated
in the simulations. The forest model is then investigated
in a linear elastic and athermal (i.e., strain-rate indepen-
dent) framework that does not involve any adjustable
parameter.

The resolved effective force per unit length on a seg-
ment is the sum of the Peach-Koehler force and of a local
line tension term balancing effects of the dislocation
discretization [1]. The Peach-Koehler term accounts for
the effect of the external loading and of the field of the
embedding dislocation microstructure. The steady state
dislocation velocity is governed by viscous drag on elec-
tron and phonons. It is of the form v � �?b=B, where �?b
is the effective force and �? is the corresponding effective
stress. B is a viscous drag constant (B � 5� 10�5 Pa s in
copper at room temperature). The model material inves-
tigated here is copper, with isotropic elastic constants
� � 42 GPa, � � 0:33, and a � 0:361 nm. The present
results can be extended to any other fcc crystal by appro-
priately modifying these three material constants.

Before going to large-scale simulations, one must ver-
ify that the properties of elementary configurations are
well reproduced by the simulations. This is why the three
possible types of junctions, namely, the Lomer, Hirth,
and glissile junctions, have been examined in detail. We
focus here on the Lomer lock, as some of its configura-
tions have already been examined [5,7,8]. The two inter-
acting slip systems are a=2�10�11��111� and a=2�011��11�11�.
The tested configurations consist of two initially straight
lines, pinned at their ends, of length lo � 30 �m, which
intersect at their midpoint. The lines initially make two
angles �1 and �2, respectively, with the direction of the
incipient junction. They are allowed to relax, in the
absence of applied forces and under the influence of their
interaction forces, until they reach a stable configuration.
Three situations can occur. If the lines are attractive, they
either zip a junction or, when junction formation is ener-
getically unfavorable, they mutually pin each other at
their intersection point. This last configuration is called
a crossed state [6]. If the lines are repulsive, they move
apart from each other.

Figure 1 shows a three-dimensional plot of the length
of the Lomer lock as a function of the initial orientation
of the interacting lines denoted by the angles �1 and �2.

Junction formation is obtained in a periodic array of
closed domains. Outside these domains, one finds another
attractive region with crossed states and a region of
repulsive states. The boundaries between these different
types of final configurations were calculated using sim-
plified elastic models, similar to those used in previous
studies [2,3,6]. These calculations are not detailed here
for the sake of brevity.

As illustrated by Fig. 1, the strength of junctions, which
is inversely proportional to their length and to the lengths
of the initial dislocations, critically depends on the angles
�1 and �2. For the Lomer lock, it was verified that
the simulated junction lengths and critical destruction
stresses are the same as those previously found by other
authors in the particular case �1 � �2 [5,7]. Even with
the simplified geometry used here, averaging the junction
strength for all values of the angles ��1; �2� involves
many uncertainties. Indeed, under stress, the weakest
junctions are destroyed in such a way as to provide the
crystal with a sufficient density of mobile dislocations
[17]. The remaining junctions have a spectrum of
strengths and each strength has its own probability of
occurrence. This is why only large-scale simulations can
effectively integrate the contributions to the flow stress
resulting from all the possible configurations of intersect-
ing dislocations.

Large-scale simulations were carried out with several
initial dislocation densities, �i, in the range from 1010 to
1014 m�2. These densities consisted of dislocation
sources distributed at random over the 12 possible slip
systems of the fcc structure. After full discretization and

FIG. 1. Three-dimensional plot of the reduced length of the
Lomer locks lj=lo obtained at the intersection of the two slip
systems a=2�10�11��111� and a=2�011��11�11�. �1 and �2 are the
initial directions of the lines with respect to the intersection of
the two slip planes. Each node corresponds to a simulation
result. The domain of junction formation consists of a periodic
array of closed domains, with maximum junction length
(lj=lo � 1) when the attractive lines are parallel. The regions
where lj � 0 correspond to either repulsive interactions or
crossed states.
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relaxation, an initial microstructure with a density
smaller than �i was obtained. A constant total strain
rate was imposed along a high symmetry �001� axis.
For each density, the dimension of the simulated volume,
the average length of the source segments, and the strain
rate were chosen according to simple scaling laws. To fix
ideas, with an initial dislocation density �i � 1:5�
1011 m�2, a simulation cell of 26:9� 31:6� 38:9 �m3

was used, with a strain rate _�� � 2 s�1. Following the
work of Bulatov [18], periodic boundary conditions
were used in order to ensure that the dislocation densities
are not affected by image forces or dislocation flux un-
balance at the boundaries of the simulation cell. These
conditions, although extremely useful, have to be handled
with care. For instance, the incommensurate dimensions
of the simulated volume are intended to limit spurious
spatial correlations between the active slip planes [15].

The simulations were stopped once stable plastic flow
was reached after the yield stress, which corresponded to
plastic strains in the range of 10�4–2:0� 10�3. At this
point of the stress-strain curve, the average distance
between dislocations, ��1=2

t , where �t is the total dislo-
cation density, is at least 15 times smaller than the initial
source length. This ensures that plasticity is governed by
forest interactions and not by dislocation multiplication,
as should be the case in typical laboratory tests. Figure 2
shows a typical dislocation microstructure obtained in
such conditions for an initial density of 1012 m�2. More
detail about the stress-strain curve, dislocation micro-
structure, and internal stresses can be found in [17].
With a �001� stress axis, four slip systems have zero
Schmid factors and are inactive, whereas eight slip sys-
tems are active with the same Schmid factor. To obtain the
effective density of forest dislocations in each active slip
system, �f, one has to subtract from �t the density of the
system considered and those of its two coplanar systems.
In the present case, symmetry imposes �f � 3�t=4. For
each simulation, the flow stress and the final dislocation

densities were measured at the maximum strain reached
by the simulation.

The simulation results are shown in Fig. 3. These
results are subject to two causes of uncertainty. One arises
from fluctuations on the simulated stress-strain curves,
which are inherent to the small volumes investigated and
the other from the statistical influence of the initial con-
figurations. The resulting relative error is always within
�5%. For comparison, we reproduce in Fig. 3 a compila-
tion of experimental data on Cu and Ag [9] and more
recent experimental results on pure Al [19].

For densities in the range of 1012 m�2, where many
measurements have been performed, the simulation yields
the currently quoted value � � 0:35. Considering, how-
ever, the whole range of numerical data, one can see from
Fig. 3 that the average slope is not fully consistent with
the square root relationship predicted by Eq. (1). In fact, �
substantially decreases with increasing forest density,
from about 0:5 to about 0:2. This discrepancy has already
been mentioned by Basinski and Basinski [9]. Indeed,
Eq. (1) makes use of a simplified form for the line
tension, which omits a logarithmic term including an
inner core radius (�b) and an outer cutoff radius
(�1= �������f

p ) taking into account self-screening due to
line curvature [9,11]. Upon reintroducing this contribu-
tion, which is accounted for in the simulations, Eq. (1)
becomes

�=� � k ln���1=2
f =b�b

������

�f
p

; (2)

FIG. 2. The cell of the DD simulation and a dislocation
microstructure at a plastic strain of 2:0� 10�3.

FIG. 3. Logarithmic plot of the forest dislocation density, �f,
vs the corresponding flow stress �. �: simulation results,
regression line in grey. : rescaled experimental results on
aluminum after [19]. Small symbols: experimental results on
Cu and Ag, after [9]. The two thin lines are plots of Eq. (1) with
� � 0:2 and 0:5.
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where k is a constant that again represents the average
strength of the forest. Equation (2), with k � 0:1, per-
fectly fits the present numerical data. The simulated re-
sults globally fall in the left region of the cloud of earlier
data, which corresponds to the cleanest experiments.
Equation (2) is also fully consistent with the more recent
experimental results at high densities [10,19]. This gives
confidence that no contribution to forest hardening that is
accessible to experiment is missing in the simulation.

The present results apply to all pure fcc crystals, as
illustrated by Fig. 3 in the cases of Cu, Al, and Ag. For
instance, it was noticed long ago [9] that in all pure fcc
crystals, the athermal deformation stage (stage II), which
is governed by forest intersections, exhibits an almost
constant strain hardening coefficient of about �=250.

In multislip conditions, such as the ones used in the
present study, dislocation cross slip and dynamic recovery
come into play. The scaling law of the forest mechanism
[Eq. (2)] nevertheless holds all through the range of
dislocation densities, stresses, and strains which has
been experimentally investigated. As a matter of fact, at
large stresses, Fig. 3 includes both results from poorly
organized simulated microstructures and experimental
data obtained in conditions where well-formed disloca-
tions cells are necessarily present. The fact that disloca-
tion patterning does not influence notably the value of �
has puzzled many authors (see, e.g., [9,10]). Cross slip
influences the dislocation density evolution and is respon-
sible for the formation of dislocation patterns. Thus,
simulations were carried out in the same conditions as
above but taking cross slip into account. In agreement
with expectation, heterogeneous microstructures are then
formed [17], but the forest constant increases from
k � 0:1 to k � 0:109 only. A tentative explanation for
this paradoxical behavior was proposed by Neuhaus and
Schwink [10]. Self-organized dislocation microstructures
are arranged according to scaling laws such that their
flow stress is almost independent of the degree of hetero-
geneity. It appears now that simulation methods may be of
some help in clarifying this question.

Finally, one must notice that the flow stress given by
Eq. (2) contains a specific signature of local line curva-
tures, the logarithmic term. Indeed, the Peach-Koehler
forces/stresses induced on the intersecting lines by other
loops do not include logarithmic terms whatever the
spatial arrangement of the microstructure. Thus, the
flow stress of fcc crystals deformed in the multislip con-
dition is dominated by short-range interactions and con-
tact reactions.

In summary, the forest mechanism has been repro-
duced numerically within an elastic framework that in-
volves no adjustable parameter. The present results
consistently show that no core effects appear for fcc

crystals when cross slip and climb are suppressed. These
results clearly show that DD simulations provide an effi-
cient solution to the problem of averaging the extended
spectrum of dislocation interactions during plastic defor-
mation. Thus, a robust connection is established for the
first time between the local properties of junction configu-
rations and the resulting flow stress of the bulk material.
In parallel, this approach allows one to examine micro-
structural evolutions under stress. This opens the way for
novel types of studies in which, for instance, the global
material hardening could be decomposed into a set of
contributions stemming from pair interactions between
the various slip systems.
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5. Plasticité du monocristal CFC

5.2. Matrice des interactions entre systèmes de glissement

Dans un modèle continu du monocristal, ou pour un grain d’un polycristal, il faut pouvoir estimer
l’activité des différents systèmes de glissement en cours de déformation et, par conséquent, connaître
les lois d’interaction entre ces systèmes pris deux à deux. La loi de composition entre divers obstacles
de la forêt est bien établie ; elle revient à décomposer sous la racine la densité totale d’obstacles en
une densité par systèmes, affectés d’un coefficient qui représente la ‘force’ de leur interaction avec le
système considéré :

τ i
c = µb

√∑
j

aijρj (5.2)

Dans cette expression, τ i
c représente la contrainte critique pour l’activation du système (i). Cette

contrainte critique dépend des densités de dislocations sur tous les systèmes (j), y compris pour
i = j. Les coefficients de matrice aij tiennent compte des différents types d’interactions entre sys-
tèmes. Afin d’aboutir à un modèle complet du durcissement d’écrouissage, cette loi d’écoulement doit
être complétée par des lois d’évolutions couplées pour les densités de dislocations. La sensibilité à la
vitesse des métaux CFC étant faible dans le domaine du glissement, elle ne réclame pas un effort de
modélisation particulier.

Nous avons tout d’abord mesuré par simulations les coefficients de la matrice d’interaction, aij , et
cet exercice a conduit à un résultat tout à fait inattendu. Cette matrice est symétrique et contient
six coefficients distincts relatifs à six différents types d’interactions1. Deux des coefficients sont faibles
car ils correspondent à des interactions élastiques dipôlaires, c’est-à-dire sans formation de jonctions
entre dislocations. Trois autres correspondent à des interactions plus fortes car des jonctions sont
formées (jonctions de Lomer, de Hirth et jonction dite glissile). Nous mettons à part l’interaction dite
colinéaire qui intervient entre dislocations de même vecteur de Burgers glissant sur deux plans sécants
(ces deux plans sont mutuellement des plans de glissement dévié l’un pour l’autre). Cette interaction
était considérée avant notre travail comme de force moyenne ou faible, mais n’avait jamais fait l’objet
d’une étude spécifique, contrairement aux trois types de jonctions mentionnés ci-dessus.

Les valeurs des différents coefficients de la matrice aij ont été obtenus à partir de simulations “mo-
dèles” où la nature des arbres de la forêt pour un système de glissement actif donné était contrôlée.
Les valeurs obtenues ont été vérifiées en reconstruisant une courbe de déformation en glissement mul-
tiple suivant [100] et en la comparant à une courbe simulée dans les mêmes conditions. Les résultats
obtenus (toujours sans paramètre ajustable) confirment pour une part les estimations données dans
la littérature, mais font apparaître que l’interaction colinéaire a été sévèrement sous-estimée. Elle est
de loin la plus forte de toutes et conduit à un durcissement considérable car elle annihile des densités
en interaction, ne laissant que des débris seulement mobiles sous forte contrainte.

Ce résultat est maintenant bien vérifié, y compris à l’aide de simulations atomiques. Il peut avoir
beaucoup de conséquences sur la modélisation du durcissement des monocristaux en glissement mul-
tiple ou celui des polycristaux, ou encore sur l’interprétation des expériences de durcissement latent.
Il s’applique en toute généralité et pas seulement aux métaux CFC. La publication qui suit résume
ce travail.

1Une description systématique des réactions observé dans les cfc lors de l’intersection entre lignes de dislocation est
donné dans l’article reproduit en Annexe B 3
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REPORTS
The Role of Collinear Interaction
in Dislocation-Induced Hardening

R. Madec,1* B. Devincre,1 L. Kubin,1† T. Hoc,2 D. Rodney3

We connected dislocation-based atomic-scale and continuum models of plas-
ticity in crystalline solids through numerical simulations of dislocation inter-
sections in face-centered cubic crystals. The results contradict the traditional
assumption that strain hardening is governed by the formation of sessile
junctions between dislocations. The interaction between two dislocations with
collinear Burgers vectors gliding in intersecting slip planes was found to be by
far the strongest of all reactions. Its properties were investigated and discussed
using a multiscale approach.

Plastic flow in crystalline materials is inti
mately related to the generation, motion, and 
storage of linear defects, known as disloca
tions. These defects connect two areas of the 
crystal that are sheared with respect to each 
other by an atomic translation called the 
Burgers vector. They locally disrupt the or
dering of the atoms in a crystal and induce 
long-range stress and strain fields. Under an 
externally applied stress, dislocations interact 
and multiply in crystallographic slip planes, 
producing plastic deformation through the 
accumulation of atomic shears. In all crystal
line materials, including alloys and com
pounds, strain hardening occurs because of 
the increased number of interacting disloca
tions that trap each other in minimum energy 
configurations (1). In face-centered cubic 
(fcc) crystals, these interactions occur be
tween 12 slip systems that involve {111} slip 
planes and 1/2 � Burgers vectors. The prevail
ing view has been that reactions between 
intersecting dislocations leading to the forma
tion of stable barriers, notably the Lomer-
Cottrell lock, govern the flow stress in 
multislip conditions (2). The present investi
gation, which combines simulations at differ
ent scales, shows that this belief is partly 
incorrect, in that the strongest reaction has 
thus far been neglected. 

Theoretical and experimental investiga
tions agree that the flow stress of pure fcc 
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crystals is inversely proportional to the aver
age distance between obstacles in the slip 
planes and is therefore proportional to the 
square root of the dislocation density (2–5). 
However, in this global relation, the strengths 
of all interactions are lumped into a single 
proportionality coefficient. To predict the 
number and nature of active slip systems, a 
more sophisticated relation must be em
ployed, where the dislocation density is de
composed into densities per slip system. With 

s denoting the density on slip system (s) and 
�s the critical resolved shear stress for disloc 

cation motion in this system, we have (6) 

� s /� � b ��asu�u (1)c 
u 

where the summation is carried out over all 
slip systems (u). b is the modulus of the 
Burgers vector, and � is the shear modulus. 
For elastically anisotropic crystals, the effect 
of anisotropy is averaged out in large dislo
cation densities and � is an isotropic average 
shear modulus. [asu] is a dimensionless inter
action matrix expressing the average strength 
of the interactions and reactions between 
slip systems. 

By reason of symmetry, the interaction 
matrix [asu] has only six independent coeffi
cients. Two of them involve only elastic in
teractions between dislocations gliding in 
parallel slip planes. Because these interac
tions are weak (3, 4), their properties are not 
reported here. Three intersections form stable 
junctions; namely, the Hirth lock, the glissile 
junction, and the Lomer-Cottrell lock, which 
is thought to be the strongest. The corre
sponding configuration formed with perfect 
nondissociated dislocations is called the 
Lomer lock. Lomer and Lomer-Cotrell locks 
have been the subject of several recent inves
tigations (5, 7–9) by atomistic and dislocation 
dynamics simulations (DDSs) at the me
soscale, which showed that they have practi
cally the same strength. The reason is that the 

contribution of the dislocation core to the self 
energy of a dislocation line is small enough to 
be neglected (1). Owing to the very large self 
energy of a dislocation, typically �b3 per 
atomic length of line, thermal fluctuations do 
not contribute significantly to junction de
struction. This justifies estimating “forest” 
hardening within an elastic athermal frame
work and with perfect dislocations, as in ear
lier calculations (1, 2). 

The sixth interaction coefficient corre
sponds to the so-called collinear interaction 
between dislocations of parallel Burgers 
vectors gliding in intersecting slip planes, 
each plane being the cross-slip plane of the 
other. This interaction has not been studied 
in detail and is assumed to be of weak or 
intermediate strength (3, 4, 6, 10). Two 
experimental observations are available. 
One is concerned with strained SiGe/Si 
epitaxial layers (11), where dislocations of 
same Burgers vectors tend to accumulate at 
the film/substrate interface, thus increasing 
the visibility of the collinear interaction. 
The other (12) was obtained by deforming 
an Al-Mg alloy in situ in a transmission 
electron microscope (fig. S1). 

The average strength of the various dis
location interactions is difficult to estimate 
from theory or extract from experiments (3, 
6, 10), but can be evaluated by DDS. We 
employ a three-dimensional DDS (13), in 
which connected segments describing per
fect dislocation lines are embedded into an 
elastic continuum. These segments move 
by discrete crystallographic steps, and the 
level of discretization is adjusted to the 
scale of the investigated configuration (5). 
The interaction coefficients of Eq. 1 were 
evaluated from model simulations in which 
the interacting dislocations were chosen so 
that only one type of reaction occurred at a 
time. The simulated fcc crystal contained a 
few long mobile dislocation lines on one 
system and a random distribution of forest 
segments on other slip systems, producing 
a specific type of reaction with the mobile 
dislocations. A constant strain rate was ap
plied, which induced a resolved shear stress 
on the mobile dislocations, whereas the 
forest systems were not activated. The 
model material had the isotropic elastic 
constants and Burgers vector of copper. 
The interaction coefficients were deduced 
from Eq. 1 by the simultaneous measure
ment of the resolved applied stress and the 
forest density. 

Figure 1A shows the traditional picture 
of a dislocation moving through a forest, by 
the formation and destruction of junctions. 
By way of contrast, in the case of the 
collinear interaction shown in Fig. 1B, the 
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moving line undergoes successive partial 
annihilations with the attractive “trees,” re
sulting in the formation of many small 
residual segments (Fig. 2, A and E). To 
accommodate the imposed strain rate, these 
segments have to be remobilized, which 
requires an activation stress that is inverse
ly proportional to their length. Thus, in 
qualitative terms, the exhaustion of the mo
bile density and the need to generate 
mobile segments result in a much higher 
applied stress, as compared to all other 
junction-forming interactions. Values of 
the dimensionless coefficients of the inter
action matrix for the four reactions men
tioned above are given in Table 1. They are 
rather insensitive to the degree of organi
zation of the dislocation microstructure, as 
shown in (5). These values slightly depend 
on the density of forest obstacles, as dis
cussed below (Eq. 2), and are given here for 
a density of 1012 m�2. 

The values of the measured interaction 
coefficients corresponding to the three junc
tions agree with the hierarchy of strengths 
deduced from latent hardening experiments 
(3, 6, 10). Moreover, in agreement with the 
qualitative arguments given above, the coef-

Fig. 1. Non-coplanar interactions between slip
systems. Dislocations (blue lines) of Burgers
vector 1/2[011] glide in (111̄) slip planes and
interact with randomly distributed forest seg-
ments 2 �m in length. The figures show
(111̄) thin films of thickness 0.1 �m extracted
from the simulations. (A) Formation of Lomer
locks (straight red segments) through the inter-
action with a forest of 1/2[110](1̄11) and
1/2[1̄01](111) dislocations. (B) Collinear inter-
action with a forest of 1/2[011] dislocations
gliding in the (11̄1) cross-slip plane of the
mobile dislocation.

ficient of the collinear interaction appears to 
surpass all the other coefficients. 

To ascertain that dislocation dissociation 
does not result in atomic-scale configurations 
that affect the properties of the collinear an
nihilation, we investigated the evolution of 
two straight segments cutting each other at 
their midpoint, using both DDS and molecu
lar static simulations (MSSs); that is, atomic-
scale simulations where equilibrium configu
rations of minimum energy are obtained 
between increments of applied shear strain 
(13). Elastic anisotropy may influence the 
properties of individual configurations. For 
that reason and to help comparisons between 
MSS, which includes anisotropy, and DDS, 
which uses isotropic elasticity, the simula
tions were performed on aluminum, which is 

almost isotropic. In both simulations, a shear 
stress was applied along the same orientation. 
The common initial configuration consisted 
of two straight dislocation lines 27 nm in 
length, shown as dotted lines in Fig. 2E. In 
the MSS, a semi-empirical embedded atom 
method was employed as in earlier studies of 
junctions (8). The two simulations differed 
only in the boundary conditions (13). Rigid 
conditions were used in the MSS in order to 
pin the dislocation lines at their extremities 
and measure their remobilization stress. In 
the DDS, the segments were also pinned at 
their ends, and remote periodic conditions 
were used. 

Partial annihilation of the lines produces 
composite dislocations made of two seg
ments, one in each slip plane, connected by a 

Fig. 2. Simulations of the collinear interaction in aluminum. Two segments [dotted lines in (E); the
arrows show the positive sense on the lines] with collinear Burgers vectors 1/2[1̄01](111) and

¯1/2[1̄01](111) make angles of � � �/4 with the [1̄01] intersection of the two slip planes1 � �2
(dashed lines). An increasing strain (from top to bottom), is applied in the (111) plane, parallel to
the common Burgers vector. Left column: MSS. The dislocation stacking faults are visualized by
showing only the atoms with a non-fcc local environment. Right column: DDS. The two initial
segments are shown with different colors. (A and E) Initial configuration after annihilation and
without applied loading. (B and F) Critical configurations under stress. (C, G, D, and H) Recombi-
nation and remobilization of the two initial segments.

Table 1. Dimensionless coefficients of the interaction matrix for fcc crystals.

Type of Glissile Collinear
Hirth lock Lomer lock

interaction junction interaction

Value 0.051� 0.012 0.075� 0.014 0.084� 0.012 1.265� 0.125
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node along the intersection line between the 
slip planes (Fig. 2, A and E). As mentioned, 
reaction decreases the mobile dislocation 
length, as seen when comparing the initial 
and final lengths of the dislocation segments. 
However, the collinear annihilation can also 
be viewed as forming a junction of zero 
Burgers vector and therefore zero elastic en
ergy, implying that it is the most stable pos
sible reaction. Figure 2 shows excellent 
agreement between the dislocation configu
rations obtained from MSS and DDS. More
over, for the configurations of Fig. 2, B and 
F, which correspond to the critical remobili
zation stress, the reduced stress values are 
� /� � 1.85 � 10�2 for the MSS and �c /� �
1.67 � 10�2 for the DDS. The small differ
ence is attributed to the use of different 
boundary conditions in the two simulations. 
These agreements confirm the absence of any 
atomic-scale configuration to be accounted 
for at an upper scale. 

The critical remobilization stress of a dis
location segment of length l is written in the 
dimensionless form (1, 4, 14 ) 

�b l 
�c � K

l 
ln(

b
) (2) 

where the logarithmic term includes inner 
and outer cut-off radii for the elastic field and 
K is a constant. Because the length l of the 
segments produced by a collinear annihila
tion is geometrically related to the initial 
length l0 of the interacting segments, this 
expression allows one to rescale the critical 
stresses for any value of l0 or of the forest 
density, ��l �0

2. Thus, the coefficients of the 
interaction matrix given in Table 1 depend 

Fig. 3. Mapping of the collinear interaction in fcc
crystals. The two interacting segments have op-
posite Burgers vector b1 � –b2 � 1/2[011] and

¯make variable angles, �1 in (11̄1) and �2 in (111),

in a logarithmic manner on the forest density. 
To complete this study, the dependence of 

the collinear annihilation on the orientation of 
the dislocation lines was investigated and 
compared to similar investigations on the 
Lomer lock (5). We carried out DDS on pairs 
of interacting segments like those of Fig. 2, 1 
�m in length, initially making variable angles 

and �2 with respect to the direction of �1 

their common Burgers vector. The result is 
plotted in Fig. 3 in the form of a mapping, 
where the symbols represent the final result 
of the interaction. Although half of the initial 
configurations correspond to segments that 
elastically repel each other, collinear annihi
lations appear in a vast majority in the re
laxed configurations. The reason is that the 
flexibility of the lines allows them, through 
bending and twisting, to reach the minimum 
energy configuration corresponding to mutu
al annihilation. One also finds repulsive con
figurations and crossed states (15), where 
dislocation segments weakly interact (14 ). A 
graph similar to that of Fig. 3, drawn for the 
Lomer lock (5), shows that junction forma
tion is restricted to only about 25% of the 
configurations. Thus, the high strength of the 
collinear reaction is due not only to its intrin
sic stability, but also to its very high proba
bility of occurrence. 

Several consequences can be deduced 
from the present study, which we believe 
apply to all crystalline structures, although 

Fig. 4. Bold curve: [100] stress-strain curve
obtained from the DDS for a copper crystal of
size (10 �m)3, using periodic boundary con-
ditions. Curve A shows the reconstructed
strain dependency of the critical stress for
one of the four active slip systems. This curve
matches the result of the “mass” simulation,
confirming that this system should be active.
Curve B is for one of the cross-slip systems

R E P O R T S

only fcc crystals are discussed here. The col
linear interaction is expected to strongly in
fluence the mechanical properties of crystals 
stressed along high-symmetry orientations, 
where slip and cross-slip systems have same 
resolved shear stresses, such as [100] or 
[111]. Figure 4 shows the stress-strain curve 
obtained from the DDS for a copper crystal 
deformed along a [100] orientation (13). It 
was found that with increasing strain, four 
out of the eight initially active slip systems 
became inactive, which were the cross-slip 
systems of the four other systems. Disloca
tion densities and strains were recorded for 
all the slip systems. Inserting their values into 
Eq. 1 and making use of the interaction co
efficients of Table 1, the strain dependencies 
of the critical activation stresses of the slip 
systems were reconstructed. From the recon
structed curves shown in Fig. 4, one can see 
that the stress-strain curves cannot be repro
duced in the absence of the collinear interac
tion. In addition, in the presence of the col
linear interaction, the simultaneous activation 
of both the slip and cross-slip systems is 
predicted to be unstable. Indeed, the critical 
resolved shear stress, as given by Eq. 1, 
favors the activation of those slip systems 
that experience the weakest global interac
tion with the microstructure. The same 
holds for grains of polycrystals, which can 
be thought of as a composition of single-
crystal properties in multislip conditions 
(16 ). Thus, the collinear interaction affects 
plastic flow in multislip conditions by se
lecting one combination of slip systems 
among all possible ones. 

The collinear interaction, which promotes 
local rearrangements, annihilations, and 
blocking effects, also affects the recovery and 
relaxation properties of dislocation micro
structures, in static conditions or under stress. 
This was suggested in different contexts by 
Jackson (17 ) and Stach et al. (18), who dis
cussed mechanisms involving collinear anni
hilation under the name of exchange interac
tion and reactive blocking, respectively. 

Therefore, owing to its considerable 
contribution to multislip hardening and its 
influence on the selection of active slip 
systems, the collinear interaction appears to 
deserve much more attention than it has 
been given up to now and provides a reason 
to revisit the traditional picture of strain 
hardening entirely governed by junction 
properties (1–4, 14 ). Moreover, the inter
action matrix of Table 1, which is evaluated 
from parameter-free DDS, is valid for all 
fcc crystals and is a fundamental constitu

with respect to the intersection of their slip
planes (Fig. 2). The initially straight segments are
pinned at their ends, and their length is l0 � 1
�m. The model material is copper. The symbols
indicate the nature of the final configuration:
squares, collinear annihilation; circles, repulsive
interaction; crosses, crossed state.

that becomes inactive. As expected, the crit-
ical stress increases above the applied stress.
Curves A� and B� refer to the same slip
systems as A and B but were obtained by
omitting the collinear interaction. The pre-
dicted critical stresses are far below the ap-
plied stress.

ent of physically based predictive models 
of plastic deformation at the macroscale. 
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5. Plasticité du monocristal CFC

5.3. Modèle cristallin méso-macro

5.3.1. État de l’art

Dans la dernière étape de la modélisation, maintenant en voie d’achèvement, les courbes de dé-
formation des monocristaux CFC sont reconstruites avec l’aide d’un modèle cristallin ne contenant
qu’un seul paramètre ajustable. Nous avons testé ce modèle dans le cas du cuivre à la température
ambiante, c’est-à-dire dans une situation permettant la comparaison avec de nombreuses données
expérimentales [133, 134]. Il n’y a pas de difficulté réelle pour étendre ces résultats à tous les métaux
CFC purs et à toutes les températures dans le domaine du glissement. Le passage qui suit synthétise
plusieurs articles en cours de rédaction (T. Hoc, B. Devincre et L. Kubin).

Il est connu depuis les années 1950 que les courbes de déformation des monocristaux CFC présentent
soit une succession de stades bien définis, soit des formes pseudo-paraboliques lorsque la contrainte
est appliquée suivant des orientations de haute symétrie comme 〈001〉, 〈111〉 et 〈112〉. La dépendance
du durcissement d’écrouissage en fonction de l’orientation est bien caractérisée expérimentalement et
peut servir de test pour les lois de comportement du polycristal. Sa prédiction constitue, en effet, un
des premiers objectifs que s’était initialement fixée la théorie des dislocations. Paradoxalement, même
si les causes du durcissement sont bien comprises, il n’existe pas encore de modèle du monocristal
ayant un caractère prédictif. La tendance actuelle consiste à utiliser des lois constitutives écrites en
termes de densités de dislocations, qui dérivent d’un modèle phénoménologique de Kocks [135], large-
ment développé par Kocks et Mecking [136]. En substance, le durcissement résulte d’une compétition
entre le stockage de dislocations par interaction des dislocations mobiles avec la ‘forêt’ et la restau-
ration dynamique par un mécanisme souvent non spécifié, qui conduit à des réarrangements et à des
annihilations. Seule compte donc la densité de forêt, qui détermine la contrainte d’écoulement, et son
évolution avec le temps et la déformation. Teodosiu et col. [137] on généralisé le modèle scalaire de
Kocks pour introduire les densités de dislocations par plans de glissement. Cela leur a permis, et à
beaucoup d’autres après eux, de tirer parti de l’existence de codes d’éléments finis dits de plasticité
cristalline, qui tiennent compte de la nature cristallographique du glissement et calculent les rotations
des grains associées au glissement des dislocations ainsi que les conditions d’équilibre mécanique. Ces
modèles mettent en jeu un nombre variable de paramètres (au moins douze) qui sont toujours ajustés
(‘validés’). Ils ne peuvent en aucun cas reproduire la complexité de comportement du monocristal.
Nous pouvons maintenant prouver que, désormais, ces procédures de validation ne sont plus inéluc-
tables et qu’il est possible de construire grâce à la DD de véritables modèles physiques où chaque
paramètre a été déterminé par la simulation.

5.3.2. Les lois constitutives du modèle

Notre modèle est semblable dans sont principe à celui utilisé par beaucoup d’autres auteurs. Il est
juste aussi de rappeler que ces travaux s’inscrivent dans la continuité d’une étude exploratoire réalisée
par Fivel durant sa thèse [138]. Les simulations mésoscopiques décrites dans les parties précédentes
nous ont néanmoins suggéré des modifications importantes vis a vis des modèles existant. L’ensemble
des lois constitutives est basé sur trois équations, dont les deux premières sont les plus importantes.
La première est l’équation de Taylor généralisée (equation 5.2), que nous récrivons sous la forme :

τ i
c = µb

√∑
j=d

aijρ
j
f +

∑
j=r

a∗ijρ
j
f (5.3)

Les densités de dislocations portent l’indice f pour forêt, la forêt étant considérée comme majo-
ritairement constituée des dislocations stockées dans le cristal. Il y a deux différences majeures par
rapport à l’équation 5.2. La sommation sur les systèmes distingue les interactions à distance (indice
j = d pour ‘dipolaire’), ne formant pas de jonctions, et les interactions de contact entre dislocations
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glissant sur des plans non parallèles (indice j = r pour ‘réaction’). Dans ce dernier cas, l’astérisque
indique que les effets de courbure sont pris en compte correctement en incluant le terme logarithmique
de la tension de ligne. Une seconde modification vise à inclure le glissement simple dans ce type de
modèle qui ne décrit que les situations de glissement multiple. Cette question est traitée dans un ar-
ticle récent [139], où nous tirons les conséquences d’une idée proposée par des auteurs comme Hirsch,
Argon, et Nabarro dans la littérature des années 1950-1970. En substance, le glissement facile est
caractérisé par la formation de dipôles de dislocations, principalement de caractère coin. Cependant
les modèles de dipôles ne conduisent pas à un auto-durcissement suffisant pour permettre le passage
du stade I de glissement simple au stade II de glissement double. L’autre caractéristique du stade I est
l’absence quasi-totale de dislocations vis sur les micrographies électroniques. Ces dislocations qui ont
un très grand libre parcours moyen ( ≈ 1 mm), finissent toujours par s’annihiler de manière purement
mécanique avec des dislocations vis de signe opposé glissant sur des plans très proches. Ces annihi-
lations produissent des supercrans dans le plan de glissement, qui interagissent avec les dislocations
primaires via l’interaction colinéaire. L’apport de la DD consiste ici en la mise en évidence du très
fort caractère durcissant de l’interaction colinéaire. Nous suposons donc que c’est la forêt colinéaire
qui induit la transition vers le stade II. Pour en tenir compte, nous avons montré [139] qu’il suffisait
d’ajouter au coefficient d’interaction dipôlaire une contribution colinéaire effective qui peut s’estimer
exactement dans le cas du cuivre.

La seconde équation permet d’estimer l’évolution des densités de dislocations de la forêt dans chaque
système. Nous l’écrivons d’abord sous sa forme complète, pour la commenter ensuite :

dρi
f

dγi
=

1
b

(√
1

K2
d

∑
j=d

aijρ
j
f +

1
K2

r

∑
j=r

a∗ijρ
j
f − ycρ

i
f

)
(5.4)

Le terme sous la racine carrée est une forme modifiée de la contrainte critique (équation 5.3), qui tient
compte du stockage des dislocations mobiles sur des obstacles de la forêt, par exemple par formation
de jonctions fortes ou de débris produits lors d’interactions collinéaires. Pour le discuter, on peut se
référer à la forme scalaire proposée par Kocks [135] :

dρf

dγ
=

1
bΛ

(5.5)

Le stockage des dislocations est gouverné par un libre parcours moyen, Λ, qui est inversement pro-
portionnel à la distance entre dislocations de la forêt, et donc à la contrainte via la relation de Taylor
(équation 5.1). Dans la version généralisée, Λ doit être également inversement proportionnel à la force
moyenne des obstacles. En d’autres termes, le libre parcours moyen est inversement proportionnel à
la contrainte critique telle que donnée par l’équation 5.3. On l’écrit donc sous la forme sans dimen-
sions Λ = Kµb/τ i

c . La distinction entre interactions dipôlaires et interactions de contact s’avère ici de
nouveau nécessaire. En effet, dans les deux cas, le libre parcours moyen correspond à des interactions
ayant une topologie diférente et à des distances entre obstacles qui ne sont pas définies géométrique-
ment de la même manière. C’est la raison pour laquelle on trouve dans l’équation 5.5 deux libres
parcours moyens, l’un, Kd, caractérisant les interactions dipolaires et l’autre, Kr, caractérisant les
interactions de contact.

Le terme scalaire, à droite de la loi d’évolution décrit la restauration dynamique. Nous interprétons
ce dernier mécanisme comme résultant de l’annihilation par glissement dévié des dislocation vis de
la forêt par les dislocations mobiles du même sytème, en densité ρm. La densité mobile est présente
dans l’incrément de déformation dγi, via la loi d’Orowan (dγ = ρmbvdt avec les notations usuelles)
et, comme attendu, ce terme est quadratique en termes de densités de dislocations (ρmρf ) lors d’une
évolution en fonction du temps. Le paramètre yc, qui est une longueur catactéristique de la restauration
dynamique, est fonction de la distance d’annihilation des dislocations vis par glissement dévié. Il
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contient cependant un facteur inconnu, car le modèle ne distingue pas les caractères des dislocations.
En fait, il n’existe à l’heure actuelle aucune donnée, théorique ou expérimentale, sur la fraction de
dislocations à caractère vis dans la microstructure. Néanmoins, la dépendance de yc en fonction de
l’énergie de faute et de la température peut être estimée semi-quantitativement à partir des modèles
du glissement dévié.

Enfin, la loi d’évolution donnée par l’équation 5.4, dρi
f/dγi, est celle qu’intègrent les modèles cou-

rants, mais elle pose problème. L’ajustement des paramètres ne permet pas de se rendre compte du
problème, mais les solutions du modèle mettent clairement en évidence que les taux de durcissement
doivent, pour chaque orientation, être corrigés d’un facteur proportionnel au nombre de systèmes
actifs. Des expériences numériques menées par la DD montrent que l’origine de cette correction est de
nature microstructurale. Elle est liée aux conditions de formation des jonctions en glissement multiple.

D’après la loi de Schmid, un système n’est activé que si la contrainte d’écoulement projetée, τ i, est
supérieure à sa contrainte critique, τ i

c . La vitesse de déformation, γ̇i, est alors fonction du rapport
de ces deux contraintes. Pour exprimer ce caractère visco-plastique de la déformation, nous utilisons
une formulation traditionelle en mécanique des milieux continus, adaptée pour des matériaux à faible
sensibilité à la vitesse :

γ̇i = γ̇o

∣∣∣τ i

τ i
c

∣∣∣nsign(τ i) si |τ i| ≥ τ i
c ; sinon γ̇i = 0 (5.6)

Cette expression complète la partie constitutive du modèle. Les valeurs des coefficients γ̇o et n sont
celles typiquement utilisées pour les cristaux CFC, n = 100 et γ̇o = 10−3 s−1. Dans ces conditions,
la contrainte d’écoulement est toujours très proche de la contrainte critique, quelles que soient les
valeurs exactes de ces deux paramètres.

Dans une formulation généralisée, le durcissement d’écrouissage s’exprime sous forme matricielle :

τ i
c =

∑
j

hijγi; hij =
dτ i

c

dρj
f

dρj
f

dγj
(5.7)

Les coefficients de cette matrice d’écrouissage se déduisent directement de la loi d’évolution 5.4 et
de la contrainte critique 5.3, dont il faut prendre la dérivée.

5.3.3. Paramètres et mise en oeuvre du modèle

Les six coefficients d’interaction entre systèmes de glissement qui apparaissent dans les équations 5.3
et 5.4 ont été mesurés par la DD comme indiqué dans l’article reproduit à la fin de la partie précédente
(5.2). Ces valeurs sont communes à tous les métaux CFC. La valeur de la constante Kr décrivant les
libres parcours moyens pour les interactions de contact a été déterminée de deux manières différentes :
d’une part, par Ambrosi et Schwink [140] qui ont mesuré les longueurs de fines traces de glissement
sur des monocristaux [001] et [111], et d’autre part à partir de simulations de DD en masse sur des
monocristaux d’orientation [001], [111] et [112]. On obtient exactement le même résultat dans les
deux cas (Kr = 5, 75). Le libre parcours moyen pour les interactions dipolaires est trop grand pour
être calculé par DD et déterminé d’après une compilation de résultats expérimentaux de Basinski et
Basinski [141] : Kd = 100. La correction à apporter au terme dipolaire pour tenir compte des annihila-
tions non activées entre dislocations vis a été obtenu à partir de la mesure expérimentales des densités
de dislocations à la fin du stade I [139]. Comme mentionné ci-dessus, la longueur de restauration yc

est le seul paramètre inconnu ; on peut seulement estimer son ordre de grandeur à yc ≈ 1 nm. Sa
valeur est fixée par ajustement du début du stade III sur une courbe de déformation d’un monocristal
d’orientation [1̄23], soit yc=0.7 nm. Une discussion plus détaillée de ces valeurs devrait mentionner le
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cas très intéressant de l’orientation 〈111〉, pour laquelle le glissement dévié est pratiquement interdit
(W. Pantleon, communication privée). La raison est que la contrainte projetée dans le plan de dévia-
tion favorise le glissement dévié dans le sens opposé à celui habituellement considéré.

Les valeurs des paramètres sont identiques pour toutes les simulations effectuées sur le cuivre. Une
densité initiale de dislocations représentative d’un monocristal bien recuit, ρ = 1, 2 × 109 m−2 est
également distribuée sur les douze systèmes potentiellement actifs. Le code d’éléments finis utilisé est
le code de plasticité cristalline développé par Hoc et col. [142]. Une éprouvette modèle est définie,
dont le corps contient 6 × 14 = 84 éléments identiques, auxquels une dimension linéaire de 0.5 mm
est attribuée par convention. Cette éprouvette est soumise à une vitesse d’allongement constante,
comme dans un essai en laboratoire, correspondant à une vitesse initiale de déformation de 10−4 s−1.
Plusieurs types de courbes contrainte-déformation peuvent être extraites des simulations : une courbe
théorique prise sur un élément central de l’éprouvette, une courbe moyenne déterminée sur le corps
de l’éprouvette et une courbe moyenne recalculée à partir de la force appliquée et de l’élongation.
Comme le montre la figure 5.1, ces trois courbes sont en fait confondues jusqu’au l’apparition de
la striction. Cela prouve la bonne homogénéité de la déformation dans l’éprouvette virtuelle et la
cohérence interne des résultats du modèle.

Fig. 5.1.: Trois différentes courbes contrainte axiale - déformation axiale (σ - ε), obtenues pour une orienta-
tion [001] à partir des données de sortie du modèle. a) Réponse d’un élément central de l’éprouvette.
b) Réponse moyenne du corps de l’éprouvette. c) Réponse calculée à partir de la force appliquée
et de l’élongation. La divergence entre la courbe a) et les deux autres courbes marque le début
de la striction (instabilité de Considère). À plus faible déformation, les courbes sont pratiquement
superposées.

5.3.4. Premiers résultats

Pour illustration j’extrais des nombreux résultats obtenus à ce jour, et qui n’ont pas été encore
tous analysés, quelques courbes de déformation en stade I, montrant le début de l’activation du
stade II. La transition stade I - stade II, c’est-à-dire l’apparition du glissement double, n’a jamais
été modélisée, même pour une orientation unique. La figure 5.2 montre une comparaison de ces
résultats avec les courbes expérimentales de Diehl [133]. Les courbes contrainte projetée - déformation
projetée sont celles obtenues sur l’élément central de l’éprouvette modèle. En principe, elles diffèrent
légèrement des courbes expérimentales, qui n’ont pas été encore reconstruites, dès l’activation du
système secondaire. Malgré les différences d’échelle, on peut voir que la pente initiale du stade I
(µ/3000) est bien reproduite. L’activation du système secondaire, qui se traduit par une augmentation
du durcissement, dépend fortement de l’orientation. La déformation correspondante est faible près des
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orientations [001] et [1̄11] et maximale au centre du triangle stéréographique standard et vers [011].
Le modèle rend bien compte de cette dépendance. Les pentes de durcissement pour les orientations
[1̄25] et [1̄23] sont affectées par l’activation transitoire d’un système coplanaire, qui n’est pas prise en
compte dans les courbes de Diehl.

Fig. 5.2.: Le stade I de glissement facile et l’activation du système secondaire dans le cuivre à la température
ambiante. γ est la projection de la déformation axiale totale sur le système primaire. a) À gauche,
un agrandissement des courbes expérimentales de Diehl [133]. b) À droite, les courbes issues du
modèle pour différentes orientations. Les orientations [3̄45] (proche de [1̄11]) et [1̄28] (proche de
[001]) correspondent respectivement aux orientations 22-19 et 29 de Diehl. Les orientations au
centre du triangle standard, [1̄25] et [1̄23], correspondent approximativement aux orientations 32
et 18-21.

La figure 5.3 montre une comparaison des résultats obtenus pour diverses orientations avec les
courbes de déformation expérimentales de Takeuchi [134]. Dans les deux cas, la déformation γ est la
déformation axiale totale projetée sur le plan de glissement primaire. On peut noter la bonne concor-
dance des pentes de durcissement en stade II et de leur évolution avec l’orientation jusqu’à d’assez
fortes déformations. L’examen détaillé montre que des divergences apparaissent entre courbes simulées
et courbes expérimentales lors de l’apparition du stade IV, c’est-à-dire pour de très grandes déforma-
tions correspondant à l’apparition de désorientations locales importantes dans le cristal. Clairement,
le modèle, en son état actuel ne rend pas compte du stade IV.

a) b)

Fig. 5.3.: Courbes de déformation du cuivre à la température ambiante pour différentes orientations de haute
et basse symétrie. La contrainte et la déformation totale sont projetées sur le système primaire. a)
Les courbes expérimentales de Takeuchi [134]. b) Les courbes théoriques (sur un élément) issues du
modèle. La courbe [011] -5◦ est désorientée de 5◦ par rapport à l’orientation idéale.

Il y a beaucoup d’informations à tirer de cette comparaison avec l’expérience. On peut par exemple
observer l’instabilité inhérente à l’orientation [011] qui est tracée pour l’orientation idéale et pour une
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orientation décalée de 5◦. Dans ce dernier cas, un stade I apparaît, comme sur la courbe de Takeuchi.
Pour les deux orientations de haute symétrie, [001] et [1̄11], le nombre de systèmes actifs est de
quatre (au lieu de huit) et de trois (au lieu de six). Cette particularité est connue expérimentalement
et elle est également reproduite par la DD. Elle s’explique par la très forte interaction entre systèmes
colinéaires, qui rend leur activation simultanée instable. En conséquence, un système et son dévié ne
sont jamais activés simultanément, comme Franciosi et Zaoui [143] l’avaient observé par analyse des
lignes de glissement sur un monocristal d’orientation [1̄11]. Il est également intéressant de noter que
le modèle reproduit bien le croisement des courbes de déformation pour [001] et [1̄11], qui est attesté
par plusieurs exemples dans la littérature.

Quelques remarques concluent cette partie qui est encore en pleine évolution. Avec un seul para-
mètre ajustable, nous montrons qu’il est possible de reproduire les courbes contrainte-déformation
des monocristaux de cuivre à la température ambiante jusqu’à la fin du stade III. L’apport de la DD
est ici considérable, puisqu’il permet d’estimer tous les paramètres relevant de la théorie élastique
des dislocations, c’est-à-dire les coefficients d’interaction entre systèmes et le libre parcours moyen
entre systèmes non-coplanaires. Les développements en cours concernent l’obtention de courbes de
déformation encore plus réalistes, reconstruites suivant les conventions des expérimentateurs, l’appli-
cation au polycristal, vraisemblablement en collaboration avec un groupe du Risoe National Lab. et
l’extension aux autres métaux CFC et aux dépendances en température. Ces deux derniers aspects
sont, en effet, couplés via l’énergie de défaut d’empilement et la dépendance en température du glis-
sement dévié intervenant dans la longueur de restauration dynamique, yc. Un effort expérimental et
théorique permettra peut-être d’obtenir à l’avenir des informations plus précises pour cette dernière
quantité.

Finalement, on peut se demander pourquoi un modèle basé sur des densités de dislocations uni-
formes peut reproduire le comportement plastique jusqu’à de très fortes déformations, pour lesquelles
la microstructure est fortement organisée. Cette question est abordée de manière spéculative dans la
partie suivante. Il est certain, en tout cas, que le présent modèle ne s’applique plus dès lors que les
désorientations entre sous-grains ou sous-joints sont telles qu’ils se comportent comme des joints de
grains impénétrables aux dislocations. De même, le modèle ne s’applique pas non plus dans le cas
d’un chargement de trajet, car il faudrait pouvoir alors distinguer entre les composantes réversibles
et irréversibles de la microstructure donnant lieu à un durcissement cinématique ou isotrope.

5.4. Microstructures organisées

Un ensemble d’études a été consacré aussi aux mécanismes physiques à l’origine de la formation
des microstructures organisées de dislocations, en pratique des cellules de déformation en déforma-
tion uniaxiale, et de leur évolution en cours de déformation. Nos simulations sont, à ce jour, les seules
permettant d’obtenir l’émergence de telles structures (cf. figure 5.4). Un premier objectif a été de dé-
coupler les différents mécanismes élémentaires mis en jeu afin de définir ceux qui sont essentiels pour la
modélisation. L’ensemble de ces résultats sont rassemblé dans une publication reproduite en Annexe
B 5. On trouvera dans cette publication les références les plus importante concernant ce sujet d’étude.

Une question à laquelle il est désormais possible de répondre est celle de l’importance relative des
interactions de contact (jonctions attractives), ou à courte distance, et des interactions élastiques
à longue distance. Nous avons montré que les interactions à longue distance ne jouent pas un rôle
fondamental dans la formation de ces structures, contrairement à une croyance largement répandue
et aux modèles actuellement en vogue, car leur contribution à la contrainte locale n’est pas prépondé-
rante. Ceci est en bon accord avec les simulations de la contrainte d’écoulement discutées plus haut.
Nos calculs confirment également que les microstructures simulées sont sensibles au glissement dévié
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a) b)

Fig. 5.4.: Simulation 3-d de la dynamique des dislocation dans un échantillon de cuivre de dimension (10µm)3,
sollicité en tension uniaxiale. a) La cellule élémentaire de simulation (sans ses répliques via les
conditions aux limites périodiques) après une faible déformation. b) Lame mince (100) d’épaisseur
2µm, extraite de la ’boite’ de simulation après une déformation plastique de 0, 3%. Noter le début
d’organisation de la microstructure.

et que les processus d’auto-organisation sont très sensiblement réduits en son absence. Les micro-
structures émergentes reproduites par les simulations conduisent à une structuration des contraintes
internes qualitativement conforme au modèle composite de Mughrabi : contrainte interne négative
dans les zones peu denses, qui sont très déformables, et positive dans les zones denses qui sont peu
déformables. Ces contraintes internes ont simplement pour origine les interactions à longue distance
entre dislocations, mais peuvent être interprétées comme assurant la compatibilité de la déformation
entre les “phases” riches et pauvres en dislocations. En fait, la contrainte d’écoulement plastique est,
pour sa part, sensiblement la même en présence et en l’absence du glissement dévié, c’est-à-dire pour
des microstructures plutôt uniformes ou plutôt organisées. Ce dernier résultat est important, car il
confirme la relative insensibilité de l’écoulement plastique au degré d’organisation des microstructures
de dislocations. Il s’agit là d’une simplification considérable pour la modélisation, mais la question
se pose désormais de comprendre son origine aussi bien que ses limites. Il est possible qu’il s’agisse
d’une question de composition de mécanismes. En effet, l’addition sous la racine carrée des densités
des phases riche et pauvre en dislocations (ρ1, ρ2), affectées de leurs fractions volumiques (f1, f2),
redonne automatiquement la valeur moyenne (f1ρ1 + f2ρ2 ≡ ρ̄)

À l’aide de la simulation, il est maintenant possible de proposer un scénario expliquant la séquence
de formation des microstructures de dislocations organisées. Par exemple, il est clair que le glissement
dévié facilite l’émergence de structures organisées par un processus de rétroaction positive. Là où
des jonctions fortes bloquent le mouvement des dislocations mobiles, il permet à la structure de
relaxer vers des configurations stables (annihilations partielles, formation de débris tridimensionnels
et d’écheveaux de dislocations), ce qui accroît la stabilité des obstacles locaux au mouvement des
dislocations mobiles. En cours de déformation, ces zones se densifient progressivement et se connectent,
tandis que le glissement dévié est de plus en plus actif dans ces régions de fortes contraintes internes.
La formation de microstructures de dislocations fortement organisées réclame cependant des temps
de simulation très longs en 3-d. Pour cette raison, j’ai développé (avec D. Gomez-Garcia, Université
de Séville) une simulation en ‘2,5-d’, c’est-à-dire une simulation 2-d incorporant aussi fidèlement que
possible les mécanismes et cinétiques du 3-d, mais avec un moindre coût de calcul. Les microstructures
obtenues reproduisent pour la première fois le principe dit ‘de similitude’ (figure 5.5), qui a fait l’objet
de nombreuses études expérimentales et de controverses non moins nombreuses. Grâce à ce type de
simulation simplifiée et à l’accélération des simulation 3-d, il sera possible à court terme d’aboutir à
une meilleure compréhension des périodicités caractéristiques des microstructures de dislocations et
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Fig. 5.5.: Simulation “2,5-d” de la formation d’une microstructure de dislocations organisée dans le cuivre en
glissement double. a) Si le glissement dévié est activé, il apparaît une microstructure de dislocations
de type “labyrinthe” avec une longueur caractéristique bien définie, λ, comme le montre la trans-
formée de Fourier insérée en bas à gauche. b) Variation linéaire de l’inverse de λ avec la contrainte
non projetée. La pente, σλ/µb ≈ 20, est conforme à l’expérience [144]. On retrouve ainsi le principe
dit de “similitude”.

des paramètres physiques qui les gouvernent. Cette étape étant franchie, il sera possible d’étudier la
question complexe du durcissement latent induit par une microstructure de dislocations [145].
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CHAPITRE 6

Déformation plastique dans les matériaux complexes

Ce chapitre est consacré aux travaux réalisés à l’aide du couplage numérique entre le code de dy-
namique des dislocations et un code éléments finis (“modèle discret-continu” ou MDC). L’objectif est
cette fois d’incorporer à la fois les aspects dislocationnels et un traitement rigoureux de la contrainte
locale dans une même simulation hybride. Cet exercice un peu complexe a néanmoins une importance
à la fois fondamentale et pratique. Il donne, en effet, accès aux propriétés des matériaux réels, par op-
position aux matériaux modèles, et permet de juger des forces et faiblesses des approches “mécaniques”
et “métallurgiques”. Après une longue phase d’incubation liée à des difficultés aussi bien conceptuelles
que techniques [25], trois études ont débuté au cours de l’année 2000. Elles ont porté sur : - l’étude de
la déformation plastique dans les canaux de superalliages base nickel (stage post-doctoral de C. Le-
marchand), - l’étude de la déformation plastique dans les composites à matrice métallique (Thèse de
S. Groh), - et l’étude de la relaxation plastique dans une couche mince épitaxiée (Thèse de S. Groh).
A ce jour, les simulations sur les composites ont donné des résultats spectaculaires, notamment sur
les effets de taille, mais qui ne sont pas encore en forme finale. Un article extrait de cette étude est
reproduit en annexe B. Dans la suite de ce texte un résumé des principaux résultats de cette étude
est fait. Il illustre les apports significatifs du modèle MDC sur le problème de l’équilibre mécanique
aux limites des simulations de DD. Cette étude est directement lié à la question des effets de taille sur
les quelles nous reviendrons au § 7. L’étude de la relaxation plastique des couches minces a donné des
résultats originaux et bien compris. C’est pourquoi, après un bref rappel, un article détaillant cette
étude est reproduit ci-dessous intégralement.

6.1. Plasticité des composites à matrice métallique

Cette étude s’intéresse aux propriétés mécaniques des composites à matrice métallique et plus
généralement à la question des effets de confinement rencontré également dans beaucoup d’autre
matériaux tel que les superalliages ou les aciers bainitique. Ce travail est réalisé en collaboration avec
F. Feyel, A. Roos, et J.L Chaboche à l’ONERA et à bénéficier de discussions avec A. Mortensen à
l’Ecole Polytechnique de Lausanne. Elle peut être regardé comme une première tentative d’étude de
matériaux très fortement structurés. Plus précisément cette étude s’intéresse à un composite à fibres
longues, le modèle étant Al2O3/Al, pour lequel des données expérimentales précises existe et ou il est
possible de détailler les différentes composantes du durcissement et les effets de taille sous l’angle du
comportement des dislocations et des états de contrainte locaux.

Cette étude réalisé dans le cadre de la thèse de S. Groh a permis de mettre en évidence, en
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comparant les résultats de différents types de simulations, les mécanismes importants qui contrôlent la
plasticité d’un composite à matrice métallique. Il faut noter, un durcissement de la matrice idem à celui
présent dans une phase monocristalline, un transfert de charge entre fibres et matrice, des contraintes
internes induites par la microstructure de dislocations et enfin des effets de confinement liées aux
faibles dimensions microstructurales du matériau simulé. Les résultats obtenus lors de sollicitations
longitudinales et transversales ont montré la présence d’effets de taille, à la limite élastique et en
cours de déformation. Ces effets sont liés à l’accumulation de dislocation aux interfaces fibre/matrice
ou au franchissement des canaux entre fibres. La compréhension fine de ces effets est essentielle pour
prédire précisément les propriétés mécaniques exceptionnelles de ces matériaux.
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c
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c
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b
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b
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e

ot
h
er

h
an

d
,
th

e
y
ie

ld
st

re
ss

is
m

ai
n
ly

co
n
tr

ol
le

d
b
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p
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r
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c
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E
v
o
lu

t
io

n
o
f

t
h
e

y
ie

ld
s
t
r
e
s
s

a
s

a
fu

n
c
t
io

n
o
f

t
h
e

in
v
e
r
s
e

o
f
t
h
e

d
is

t
a
n
c
e

b
e
t
w

e
e
n

fi
b
r
e
s
.
D

a
s
h
e
d

li
n
e
:
p
r
e
d
ic

-

t
io

n
o
f

a
g
e
n
e
r
ic

c
o
n
fi
n
e
m

e
n
t

la
w

in
1
/
d
.
C

r
o
s
s
e
s
:
p
r
e
d
ic

-

t
io

n
o
f
t
h
e

D
C

M
.
W

h
e
n

1
/
d

in
c
r
e
a
s
e
s
,
t
h
e

v
o
lu

m
e

fr
a
c
t
io

n

o
f
fi
b
r
e
s

in
t
h
e

c
o
m

p
o
s
it

e
in

c
r
e
a
s
e
s
.

d
ep

os
it

ed
at

th
e

in
te

rf
ac

es
.
A

n
an

al
y
si

s
of

th
is

p
ro

-
fi
le

sh
ow

s
th

at
th

e
si

g
n

of
th

e
re

so
lv

ed
st

re
ss

is
n
ot

th
e

sa
m

e
b
et

w
ee

n
th

e
in

te
rf

ac
es

an
d

in
th

e
m

id
-

d
le

of
th

e
ch

an
n
el

.
T

h
is

in
v
er

si
on

of
si

gn
ca

n
b
e

ex
p
la

in
ed

b
y

a
p
o
la

ri
za

ti
on

of
ea

ch
in

te
rf

a
ce

d
u
e

to
th

e
ac

cu
m

u
la

ti
on

of
d
is

lo
ca

ti
on

s
of

sa
m

e
si

gn
.

T
h
u
s,

fo
r

th
e

p
la

st
ic

st
ra

in
co

n
si

d
er

ed
h
er

e,
d
is

-
lo

ca
ti

on
s

gl
id

e
in

ch
an

n
el

s
of

eff
ec

ti
v
e

w
id

th
,
d

e
f

f

sm
al

le
r

th
a
n

d
(s

ee
F
ig

.
5)

.
U

si
n
g

su
ch

re
so

lv
ed

st
re

ss
p
ro

fi
le

s,
w

e
ob

se
rv

e
th

at
th

e
m

at
ri

x
ch

an
n
el

s
p
ro

gr
es

si
v
el

y
cl

os
e

u
p

d
u
ri

n
g

th
e
p
la

st
ic

st
ra

in
.I

n
p
a
ra

ll
el

,t
h
e
st

re
ss

le
v
el

in
cr

ea
se

s
u
p

to
v
er

y
h
ig

h
va

lu
es

al
on

g
th

e
in

te
r-

fa
ce

.
T

h
is

in
cr

ea
se

o
f
in

te
rn

al
st

re
ss

ca
n

b
e

re
sp

on
-
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b
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r

cr
a
ck

n
u
cl

ea
ti

o
n

an
d

p
ro

p
ag

at
io

n
at

th
e

in
te

rf
ac

e.

4
.

C
o
n
c
lu

d
in

g
r
e
m

a
r
k
s

T
h
e

p
re

se
n
t
w

o
rk

il
lu

st
ra

te
s
th

e
st

ro
n
g

in
fl
u
en

ce
of

th
e
ch

ar
a
ct

er
is

ti
c
m

ic
ro

st
ru

ct
u
ra

ld
im

en
si

on
s
on

th
e

m
ec

h
an

ic
al

p
ro

p
er

ti
es

of
st

ru
ct

u
ra

l
m

at
er

ia
ls

.
D

u
e

to
sm

al
l

d
im

en
si

on
s,

d
is

lo
ca

ti
on

s
ar

e
fo

rc
ed

to
b
ow

ou
t

w
it

h
sm

al
l

cu
rv

at
u
re

ra
d
ii

an
d

th
ei

r
m

ot
io

n
re

q
u
ir

es
an

a
p
p
li
ed

st
re

ss
th

at
d
ep

en
d
s

on
a

m
ic

ro
st

ru
ct

u
ra

l
p
a
ra

m
et

er
,
sp

ec
ifi

ca
ll
y

th
e

sp
ac

-
in

g
b
et

w
ee

n
fi
b
re

s.
T

h
e

sa
m

e
co

n
cl

u
si

on
s

w
er

e
ob

-
ta

in
ed

ex
p
er

im
en

ta
ll
y

b
y

K
ou

ze
li

et
a
l.

[8
]

fo
r

a
p
a
rt

ic
le

-r
ei

n
fo

rc
ed

a
lu

m
in

iu
m

m
at

er
ia

l.
In

co
n
tr

as
t
to

th
e

2D
re

su
lt

s
b
y

C
le

v
er

in
ga

et
a
l.

[1
],

n
o

p
il
e-

u
p

is
fo

rm
ed

in
th

e
p
re

se
n
t
si

m
u
la

ti
on

s.

0
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2
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0
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M
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d
re

p
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e
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F
ig

.
5
.
R

e
s
o
lv

e
d

s
t
r
e
s
s

p
r
o
fi
le

a
c
r
o
s
s

t
h
e

M
M

C
w

it
h

h
ig

h
-

e
s
t

v
o
lu

m
e

fr
a
c
t
io

n
o
f
fi
b
r
e
s

a
n
d

s
m

a
ll
e
s
t

s
p
a
c
in

g
b
e
t
w

e
e
n

fi
b
r
e
s

fo
r

t
h
e

m
o
s
t

a
c
t
iv

e
s
li
p

s
y
s
t
e
m

.
T

h
e

d
a
s
h
e
d

li
n
e

is

a
r
a
w

p
r
o
fi
le

e
x
t
r
a
c
t
e
d

fr
o
m

t
h
e

s
im

u
la

t
io

n
d
a
t
a

a
n
d

t
h
e

s
o
li
d

li
n
e

is
t
h
e

c
o
r
r
e
s
p
o
n
d
in

g
r
e
g
r
e
s
s
io

n
p
r
o
fi
le

.
T

h
e

d
is

-

lo
c
a
t
io

n
s

a
c
c
u
m

u
la

t
e
d

a
t

t
h
e

in
t
e
r
fa

c
e

c
r
e
a
t
e

a
n

in
t
e
r
n
a
l

s
t
r
e
s
s

la
r
g
e
r

t
h
a
n

t
h
e

r
e
s
o
lv

e
d

a
p
p
li
e
d

s
t
r
e
s
s

a
n
d

o
f
o
p
p
o
-

s
it

e
s
ig

n
u
p

t
o

a
d
is

t
a
n
c
e

d
r
e
p
.
A

s
a

c
o
n
s
e
q
u
e
n
c
e
,
t
h
e

in
it

ia
l

w
id

t
h

o
f
t
h
e

c
h
a
n
n
e
l,

d
,
is

e
ff
e
c
t
iv

e
ly

r
e
d
u
c
e
d

t
o

d
e
f

f
.

T
h
e

y
ie

ld
st

re
ss

is
,

in
fi
rs

t
ap

p
ro

x
im

at
io

n
,

go
v
er

n
ed

b
y

a
n

O
ro

w
an

m
ec

h
an

is
m

.
A

so
u
rc

e-
sh

or
te

n
in

g
eff

ec
t
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ob

se
rv

ed
,

w
h
ic

h
co

n
fi
rm

s
th

e
h
y
p
ot

h
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is
m

ad
e

b
y

M
o
rt

en
se

n
et

a
l.

[7
].

T
h
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eff
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t
is

at
tr

ib
u
te

d
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d
is

lo
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ti
o
n

a
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u
m

u
la

ti
on

at
th

e
in

te
rf
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es

;
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is
p
re

se
n
t

fo
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l
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e
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u
m

e
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s

of
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b
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e
p
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t
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c
h
a
n
d
,

B
.

D
e
v
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c
r
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L
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C
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y
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r
e
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[7
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A
.

M
o
r
t
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n
s
e
n
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O
.B

.
P
e
d
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r
s
e
n
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H
.

L
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h
o
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c
r
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t
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M
a
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e
r
.
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]

M
.
K

o
u
z
e
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,
A

.
M

o
r
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e
n
s
e
n
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A

c
t
a
.
M

a
t
e
r
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F
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2
.
T
r
a
n
s
v
e
r
s
e

s
t
r
e
s
s
-
s
t
r
a
in

c
u
r
v
e
s

fo
r

A
l 2

O
3
/A

l
c
o
m

-

p
o
s
it

e
s
w

it
h

d
iff

e
r
e
n
t
fi
b
r
e

v
o
lu

m
e

fr
a
c
t
io

n
s
,
in

a
s
im

u
la

t
io

n

c
e
ll

o
f
c
o
n
s
t
a
n
t

s
iz

e
a
n
d

w
it

h
a

c
o
n
s
t
a
n
t

in
it

ia
l
d
is

lo
c
a
t
io

n

d
e
n
s
it
y
.

T
h
e

v
o
lu

m
e

fr
a
c
t
io

n
o
f

fi
b
r
e
s

a
r
e

5
%

,
2
0
%

a
n
d

4
5
%

.
T

h
e

d
a
s
h
e
d

li
n
e
s

r
e
fe

r
t
o

t
h
e

c
o
n
t
in

u
u
m

p
r
e
d
ic

t
io

n
s
.

S
o
li
d

li
n
e
s

r
e
p
r
e
s
e
n
t

t
h
e

o
u
t
p
u
t

o
f
t
h
e

d
is

c
r
e
t
e
-
c
o
n
t
in

u
u
m

m
o
d
e
l.

w
h
ic

h
th

e
st

re
ss

is
in

ve
rs

el
y

p
ro

p
o
rt

io
n
al

to
th

e
sq

u
ar

e
ro

o
t

of
th

e
gr

ai
n

si
ze

.
T

h
is

si
ze

eff
ec

t
is

d
e-

sc
ri

b
ed

in
te

rm
s
o
fd

is
lo

ca
ti

on
s
th

ro
u
gh

th
e
p
ro

p
er

-
ti

es
of

d
is

lo
ca

ti
on

p
il
e-

u
p
s
b
lo

ck
ed

at
gr

ai
n

b
ou

n
d
-

ar
ie

s.
T

h
e

se
co

n
d

eff
ec

t
ar

is
es

fr
o
m

co
n
fi
n
em

en
t

an
d

li
n
e

te
n
si

on
p
ro

p
er

ti
es

,
w

h
ic

h
in

d
u
ce

a
cr

it
i-

ca
l
st

re
ss

in
ve

rs
el

y
p
ro

p
or

ti
on

al
to

a
ch

a
ra

ct
er

is
ti

c
le

n
gt

h
.
A

ty
p
ic

al
ex

am
p
le

s
is

th
e

O
ro

w
an

st
re

ss
fo

r
d
is

lo
ca

ti
o
n

b
ow

in
g

ou
t

b
et

w
ee

n
p
re

ci
p
it

at
es

.
A

s
th

e
si

ze
eff

ec
t
is

a
lr

ea
d
y

p
re

se
n
t
at

sm
a
ll

p
la

s-
ti

c
st

ra
in

s
an

d
n
o

p
il
e-

u
p
s
ap

p
ea

r
at

th
e

in
te

rf
ac

es
(s

ee
F
ig

.
3)

,
th

e
H

al
l-
P
et

ch
re

la
ti

on
sh

ip
m

ay
b
e

co
n
si

d
er

ed
ir

re
le

va
n
t
in

th
e

p
re

se
n
t
ca

se
.
A

g
en

er
ic

co
n
fi
n
em

en
t

la
w

in
1
/d

is
,
th

er
ef

o
re

,
te

st
ed

in
th

e
fo

rm
:

σ
t
=

2Φ
Γ

bd
w

it
h

Γ
=

µ
b2

(1
−

ν
co

s2
α
)

4π
(1
−

ν
)

lo
g
d b

(2
)

w
h
er

e
Γ

is
th

e
li
n
e

te
n
si

on
an

d
Φ

an
o
ri

en
ta

ti
on

fa
ct

or
.

T
h
e

ev
o
lu

ti
on

of
th

e
y
ie

ld
st

re
ss

si
m

u
la

te
d

w
it

h
th

e
D

C
M

is
in

go
o
d
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re
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en

t
w

it
h

su
ch

a
si

m
p
le

li
n
e

te
n
si

on
m

o
d
el

(s
ee

F
ig

.
4)

.
T

h
is

co
n
fi
rm

s
th

at
fo

r
a

tr
an

sv
er

se
lo

ad
in

g
,
th

e
co

n
tr

ib
u
ti

on
of

th
e

fi
-

b
re

s
to

th
e

m
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h
an

ic
al

re
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o
n
se

is
n
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li
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b
le

.
H

ow
-

ev
er

,
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is
re

su
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d
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w

it
h

th
e

on
e

ob
ta

in
ed
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2
D

b
y

C
le

v
er

in
ga

et
a
l.

[1
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w
h
er

e
th

e
si

ze
eff

ec
t
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tr
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u
te

d
to

p
il
e-

u
p

fo
rm

a
ti

on
.
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0
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3
.
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a
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n
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c
t
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r
e

p
r
o
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c
t
e
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a
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0
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p
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n
e
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u
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t
e
d
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h
t
h
e
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C

M
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r
t
h
e

h
ig

h
e
s
t

v
o
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m
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a
c
t
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n
o
f
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b
r
e
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a
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=
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×

1
0
−

3
.
N

o
t
e

t
h
e

a
c
c
u
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u
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t
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o
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c
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n
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e
r
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c
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t
h
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h
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n
n
e
ls
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e
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t
h
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.
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m
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a
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b
y

M
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a
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]
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p
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6. Déformation plastique dans les matériaux complexes

6.2. Relaxation des couches minces hétéroépitaxiées

Ce travail traite de la relaxation des contraintes internes par le mouvement des dislocations tra-
versantes (“threading dislocations”) dans les couches minces épitaxiées et a également été réalisé dans
le cadre de la thèse de S. Groh. Lors de la croissance des couches épitaxiées, le désaccord paramé-
trique entre le substrat et le film, ε0, induit un état de contraintes biaxial dans les plans parallèles à
l’interface, avec des contraintes et des déformations élastiques qui croissent avec l’épaisseur. Au-delà
d’une certaine valeur critique de l’épaisseur, l’énergie élastique stockée est relaxée par l’introduction
de dislocations d’interface. Dans les métaux, ces dislocations sont initialement présentes ; elles par-
ticipent au processus de croissance de la couche mince et leur direction est selon l’axe de croissance
du film. Sous l’effet des contraintes d’épitaxie, elles se courbent et deviennent mobiles, déposant des
dislocations à l’interface. L’épaisseur critique, hc, est donnée par un modèle très connu de Matthews
et Blakeslee [146], en élasticité isotrope :

ε0hc/b = F [ln (hc/r0) + 1], (6.1)

où b est le vecteur de Burgers des dislocations traversantes, F regroupe différentes constantes et r0 est
un rayon de coupure inférieur. Pour des écarts paramétriques de l’ordre du pourcent, les épaisseurs
critiques sont de l’ordre de quelques dizaines de nanomètres. L’expérience montre que cette prédiction
est toujours en défaut dans les métaux, l’épaisseur critique étant environ deux fois plus forte que prévu
(ce n’est pas le cas dans les semi-conducteurs). Plusieurs hypothèses ont été proposées pour expliquer
cette différence, notamment l’interaction entre dislocations traversantes sur différents systèmes de
glissement. La simulation hybride nous a permis de tester une autre hypothèse, suivant laquelle c’est
le modèle de Matthews et Blakeslee qui est imparfait, car il ne tient pas compte d’une éventuelle
anisotropie élastique. En effet, la plupart des mesures expérimentales ont été obtenues sur des films
de cuivre (coefficient d’anisotropie élastique A = 3, 21). J’ai donc examiné l’influence de l’anisotropie
élastique - sur le chargement du fil mince, - sur la tension de ligne des dislocations, - sur les interactions
des dislocations avec la surface libre et l’interface film-substrat (forces images).

Les résultats les plus significatifs de cette étude sont reproduits dans l’article ci-après. Le système
étudié est constitué d’un film de cuivre sur différents substrats, avec une interface de type (001), une
dislocation traversante et des conditions aux limites transversales périodiques. Pour une épaisseur
donnée du film variant entre 10b et 1000b, l’écart paramétrique est augmenté artificiellement en ap-
pliquant une élévation de température et en introduisant ainsi des dilatations différentielles fictives
entre le film et le substrat. Les conditions critiques sont obtenues lorsque la dislocation traversante
devient mobile et commence à déposer une dislocation d’interface.

Ces simulations montrent que le simple fait de tenir compte de l’anisotropie élastique du film double
en moyenne la valeur critique de l’écart paramétrique pour une valeur donnée de l’épaisseur du film.
La nature du substrat module ce résultat à travers l’énergie élastique que la dislocation y stocke.
De même, si on tient compte de l’anisotropie élastique dans la tension de ligne des dislocation, il
apparaît une augmentation supplémentaire de l’épaisseur critique. Un effet similaire est obtenu pour
une orientation (111) de l’interface, mais dans ce cas, le film est plus “dur” que suivant (100), alors que
le modèle de Matthews et Blakeslee prédit le contraire. Des expériences menées sur des films minces
texturés par le groupe du MPI-Stuttgart [147] ont conduit à des conclusions semblables aux nôtres.
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d
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e
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ra
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p
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p
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h
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h
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d
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b
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d
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b
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r
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d
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e
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f
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h
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d
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e
m

o
ti

o
n

o
f

a
th

re
a
d

in
g

d
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p
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h
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T
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ra
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v
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d
is

lo
ca

ti
o

n
se

g
m

en
t

is
re

la
te

d
to
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e

eff
ec

ti
v
e

st
re

ss
�
*
,

ca
lc

u
la

te
d

in
it

s
ce

n
tr
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ra
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ra
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d
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f
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e
D

D
co

d
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s
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.
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b
ee

n
st

u
d

ie
d

.
F

o
r

(0
0
1
)

fi
lm

s,
th
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d
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d
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a
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p
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b
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p
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d
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p
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6. Déformation plastique dans les matériaux complexes
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CHAPITRE 7

Projet de recherche.

Les simulations mésoscopiques de Dynamique des Dislocations (DD) ont constitué mon principal
outil de travail au cours de ces dix dernière années. Il me parait donc utile de débuter ce projet de
recherche par une brève discussion des perspectives de cette méthode. Une analogie simple entre les
progrès réalisés par la DD et l’évolution d’autres méthodes de simulations, comme la Dynamique
Moléculaire, suggère que les études à venir vont progressivement prendre de la distance par rapport
aux aspects techniques et se mettre au service de problématiques de plus en plus variées. Le nombre
sans cesse croissant d’équipes dans le monde qui investissent dans la DD, avec souvent des ressources
humaines et informatiques considérables, est sans doute un gage de pérennité de la méthode. On
notera que la recherche française, avec le soutien du CNRS, a joué au cours des années passées un
rôle de pionnier dans le développement de ces simulations depuis l’apparition de la première simula-
tion de DD tridimensionnelle au début des années 1990. De même, la décision prise il y a deux ans
de continuer à développer notre simulation dans le cadre d’une licence publique et de distribuer les
sources de notre code sans restriction devrait favoriser la dissémination de ces simulations.

Aujourd’hui, de vastes domaines d’applications me paraissent ouverts à l’utilisation des outils nu-
mériques que j’ai développés. Deux grandes orientations peuvent être envisagées pour les recherches
à venir. D’une part, le caractère prédictif de la DD et le fait qu’elle autorise une comparaison simple
avec l’expérience va susciter de plus en plus d’études à caractère appliqué. De nombreuses demandes
s’expriment d’ores et déjà dans ce sens. La difficulté consiste alors à déterminer quels sont les pro-
blèmes qui peuvent effectivement faire l’objet d’une approche physique et ne comportent pas trop de
paramètres d’entrée mal connus. D’autre part, la DD est un formidable outil de recherche fondamen-
tale permettant d’une part de réviser et clarifier des problèmes encore mal élucidés par la théorie des
dislocations et, d’autre part, d’établir le lien entre approches continue et discrète de la plasticité.

C’est dans cette seconde voie que je souhaite m’investir. La déformation plastique est un phéno-
mène non linéaire faisant intervenir des interactions à longue distance, des réactions locales et des
mécanismes opérant à différentes échelles. C’est donc typiquement un phénomène complexe. Depuis le
milieu des années 1980 de nombreux modèles analytiques, statistiques ou déterministes, ont vu le jour
avec pour objectif de capturer cette complexité. De leur côté, les simulations de DD tridimensionnelles
permettent de reproduire de manière réaliste la déformation plastique à l’échelle mésoscopique. La
conjonction de ces différentes approches, qui n’est pas encore réalisée, devrait aboutir à la mise au
point d’un formalisme théorique ayant un réel caractère prédictif.
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7. Projet de recherche.

Plus précisément, je souhaite organiser mes futurs travaux autour de trois grands axes de recherche.

7.1. Modéliser la déformation plastique

La possibilité de simuler, à l’échelle des dislocations, des éléments de volume de plus en plus grands
et des déformations de plus en plus importantes va favoriser dans les années à venir un rapproche-
ment entre les études sur la physique des défauts cristallins et les études issues de la mécanique des
milieux continus. Dans la continuité des travaux en cours sur les monocristaux métalliques de struc-
ture CFC, des recherches seront entreprises pour valider, corriger ou développer de nouvelles lois de
comportement, qui seront couplées à des codes de plasticité cristalline. En effet, il est maintenant
prouvé que les simulations mésoscopiques sont en mesure de calculer un certain nombre de données
ou de paramètres mis en jeu dans les modèles analytiques de la plasticité et de vérifier ou de corriger
un certain nombre d’hypothèses (cf. Chapitre 5 de ce mémoire). L’apport des simulations dans ce
domaine est essentiel car bien souvent ces données ne peuvent pas être mesurées expérimentalement
avec une bonne précision (par exemple la matrice d’interaction entre systèmes de glissement, le libre
parcours moyen des dislocations ou l’évolution des densités de dislocations).

Mes travaux devraient ensuite progressivement s’orienter vers des structures cristallines autres que
la structure CFC, c’est-à-dire où les dislocations interagissent fortement avec le réseau via leur struc-
ture de cœur. Avec l’aide des simulations atomiques ou ab initio, nos connaissances dans ce domaine
progressent rapidement. Par exemple, la description de la structure des dislocations dans les métaux
CC et de ses conséquences a notablement progressé ces dernières années [148, 149] et il sera bientôt
possible de modéliser rigoureusement la friction de réseau dans ces métaux. Ainsi, les progrès enregis-
trés à l’échelle atomique apporteront les données d’entrée nécessaires pour une modélisation réaliste
de la déformation plastique dans des matériaux stratégiques comme le molybdène, le tantale, le fer
α, etc , ainsi que certains métaux hexagonaux de transition comme le zirconium et le titane. Dans le
même ordre d’idées, mais à plus long terme, les résultats de simulations à l’échelle atomique sur les
effets d’alliage et d’impuretés pourraient permettre l’étude des problématiques où des effets chimiques
se mêlent aux propriétés mécaniques.

Un autre sujet que je souhaite aborder se situe à la frontière entre la mécanique et la physique. C’est
la question de l’irréversibilité de l’écrouissage plastique dans les métaux en fonction des chemins de
sollicitation et des microstructures correspondantes. Ce problème, d’une importance pratique consi-
dérable, est rattaché pour les mécaniciens aux concepts de durcissement isotrope, indépendant du
sens de la vitesse de déformation, et de durcissement cinématique, qui en dépend. Le cas modèle pour
l’étude de ces phénomènes est celui de l’asymétrie de la contrainte d’écoulement lorsqu’on inverse le
sens du chargement, par exemple lorsqu’on passe de traction en compression. C’est l’effet Bauschin-
ger, dont la compréhension passe par une modélisation des microstructures organisées de dislocations,
des contraintes internes qui en résultent et de leur évolution lors de cet essai de déformation. Enfin,
l’étude des réponses plastiques à des états de chargement de plus en plus complexes (torsion, flexion
. . .) pourra être entreprise grâce aux méthodes numériques couplant DD et simulation par éléments
finis (tel que le modèle mdc développé au LEM). On passera ainsi progressivement de l’étude de
matériaux modèles à l’étude des métaux et alliages ayant une microstructure de plus en plus proche
de la réalité industrielle. Ce dernier aspect me permet d’introduire le second axe de recherche.
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7. Projet de recherche.

7.2. Prédire les propriétés mécaniques

L’étude des propriétés des dislocations et de la déformation plastique qu’elles engendrent est géné-
ralement réalisée dans le cadre d’hypothèses simplificatrices. Par exemple, l’objet étudié est souvent
exempt de surfaces libres ou d’interfaces internes et ses dimensions sont suffisamment grandes pour
qu’on puisse l’assimiler à un milieu infini, soumis à un état de chargement homogène. Or, les proprié-
tés mécaniques des matériaux réels sont souvent modifiées ou contrôlées par la présence de défauts
cristallins autre que les dislocations (joints de grains ou de phases, précipités ..). La présence de ces
défauts suppose que l’on soit capable de prendre en compte des hétérogénéités de contraintes de di-
verses origines. La liste des problèmes restant à résoudre pour modéliser les propriétés plastiques des
matériaux complexes est longue et va bien au delà du présent projet de recherche. Dans les années à
venir, ma contribution dans ce domaine sera focalisée sur deux points ayant de nombreuses implica-
tions théoriques et pratiques.

Le premier problème concerne l’étude des mécanismes de déformation dans les bicristaux. Ce sujet
me semble intéressant car il peut dès maintenant être approché de manière rigoureuse et en parallèle
par notre simulation mdc et par un code de plasticité cristalline traitant de façon continue la contri-
bution des systèmes de glissement présents dans le matériau. La simulation mdc est ici nécessaire, à
l’échelle des dislocations pour traiter la question difficile de l’état des contraintes dans le matériau,
qui est lié à la compatibilité des déformations de part et d’autre du joint de grain. D’un point de
vue théorique, l’étude d’un tel système débouche sur la question critique des gradients de déforma-
tion dans un matériau et sur la manière dont ils affectent les mécanismes d’écrouissage. Cet travail
peut être considéré comme un premier pas conduisant à plus long terme vers la modélisation des
propriétés mécaniques des matériaux polycristallins. Les résultats de cette étude pourraient donner
à la communauté de la mécanique des solides l’occasion de tester les formalismes liés aux méthodes
d’homogénéisation ainsi que les modèles de plasticité avec gradients. De même, cette étude sera très
instructive car elle permettra une comparaison directe entre simulations et mesures expérimentales
de la déformation, de l’orientation et des densités accumulées au voisinage des grains, actuellement
réalisées par les méthodes de diffraction X ou les méthodes d’imagerie d’orientation (orientation ima-
ging method ou OIM).

Le second thème porte sur la question de la rupture des matériaux et plus particulièrement sur
la transition fragile-ductile dans les métaux et alliages. Cette étude sera certainement réalisée en
collaboration avec le groupe de S. Roberts de l’Université d’Oxford et dans le cadre de projets Euro-
péens traitant de cette question (par exemple le projet PERFECT pour la prédiction des propriétés
mécaniques des aciers de cuves débuté en 2004). Il s’agit là d’un problème encore largement non
résolu et qui, une fois encore, se situe clairement à la frontière entre physique et mécanique. Si les
modèles existants sont essentiellement qualitatifs, c’est parce que l’on ne sait pas calculer précisément
la dissipation plastique autour d’une fissure. Les progrès importants réalisés ces dernières années par
nos simulations laissent entrevoir qu’il est maintenant possible d’aborder ce problème, que j’avais ap-
proché un peu prématurément lors de mon séjour post-doctoral à l’Université d’Oxford. Pour s’avérer
suffisamment réaliste, cette étude devra être centrée sur des matériaux dont les propriétés élémentaires
des dislocations sont bien documentées expérimentalement ou précisément décrites par des modélisa-
tions à l’échelle atomique. De même, l’accent sera mis sur des matériaux contenant avant déformation
une grande densité de dislocations afin de ne pas avoir à traiter la question, encore mal comprise à
l’échelle atomique, de la nucléation des dislocations en fond de fissure.
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7.3. Etudier les matériaux micro ou nano-structurés

Finalement, une part de mes travaux va s’orienter vers des études se situant entre l’échelle sub-
micronique et celle de la dizaine de nanomètres, c’est-à-dire jusqu’à la limite où le glissement des
dislocations est remplacé par d’autres mécanismes de déformation. En effet, une nouvelle problèma-
tique a émergé ces dernières années avec le développement des nano-technologies (nanomatériaux,
matériaux nanostructurés, films, couches minces et multicouches, MEMS . . .). Les problèmes liés à
la réduction des dimensions et à l’augmentation du rapport surface sur volume font intervenir de
nouveaux mécanismes très intéressants, mais qui doivent être abordés sous un angle multidiscipli-
naire (physique des surfaces, élasticité anisotrope, chimie, micromécanique, . . .). De plus, la nature
fortement hétérogène de la déformation plastique à ces échelles souligne clairement la limite des for-
malismes continus, qui devront être remplacés par de nouvelles approches (par exemple des modèles
statistiques).

Fig. 7.1.: Exemple de simulation 3-d d’un polycristal de cuivre avec une microstructure périodique de petits
grains de taille d = 0.5µm. Cette figure illustre les simulations en cours de développement pour
l’étude de matériaux micro ou nano-structurés (thèse de C. de Sansal).

Comme, j’ai pu le vérifier au cours de mes travaux sur la relaxation plastique des couches minces
épitaxiées, il s’agit là de sujets relativement faciles à aborder sur le plan numérique (petits volumes,
peu de dislocations, donc calculs rapides). D’un point de vue théorique, ils font appel à une nouvelle
physique mettant en jeu, outre les effets de confinement des dislocations : loi d’échelle en 1/L, où
L est une dimension géométrique imposant la courbure des dislocations, en 1/

√
d pour les effets de

taille de grains, des effets de surface, d’interface et de gradients de déformation.
À ces échelles, le principal obstacle à la mise en oeuvre de simulations mésoscopiques est la question

de la génération des dislocations dans de petits volumes de cristal parfait. Une rugosité, un défaut de
surface ou d’interface peuvent modifier le comportement et, surtout, induire une nucléation hétérogène
de dislocations. Ce mécanisme relève de l’échelle atomique et ces études seront donc conditionnées par
l’apport de simulations à plus fine échelle, visant à déterminer des critères de nucléation utilisables à
l’échelle mésoscopique.

Fin 2003, dans le cadre de deux sujets de thèses que je co-dirige (S. Lefèbvre à l’ Ecole Centrale
Paris et C. de Sansal au LEM), j’ai commencé une étude sur la question de l’écrouissage des métaux
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polycristallins avec une taille de grains submicronique (typiquement un pont de connection dans les
microprocesseurs). La relation de Hall-Petch qui prédit un durcissement proportionnel à l’inverse de
la racine carrée de la taille de grains est généralement bien vérifiée jusqu’à de toutes petites tailles
de grains (une dizaine de nm pour des matériaux élaborés avec grand soin). Cependant, les modèles
existants pour la loi de Hall-Petch ne sont pas mutuellement consistants et doivent être réévalués
pour définir un description unifiée du comportement de ces matériaux allant de leur limite élastique
jusqu’aux grandes déformations. Il existe un très grand nombre de résultats expérimentaux dans ce
domaine. Même s’ils sont assez confus, ils suggèrent qu’au fur et à mesure que la taille de grain décroît,
il apparaît des transitions entre différents mécanismes faisant intervenir (i) la génération de dislocation
parfaites puis partielles, (ii) la multiplication des dislocations en volume puis aux joints de grains et
(iii) une compétition entre déformation par glissement des dislocations et par maclage. Par ailleurs,
les simulations de dynamique moléculaire atteignent maintenant des tailles de grains de plusieurs
dizaines de nanomètres dans des nano-polycristaux modèles. Elles confirment les points précédents,
mais n’ont pu jusqu’ici confirmer ou infirmer la loi de Hall-Petch à cette échelle de dimensions.

Le seul point acquis au départ, et qui fait l’unanimité des experts, est que les dislocations ne
traversent pas les joints de grains, sauf sous de très fortes contraintes, à haute température ou pour
des temps longs. L’activation du glissement d’un joint à l’autre se fait donc sous l’effet des contraintes
locales et il n’est pas nécessaire de connaître, à cette échelle, la structure fine des joints de grains.
Cette étude sera traitée en allant du plus simple au plus compliqué, c’est-à-dire à partir de simulations
de DD (en 2-d et 3-d) dans un premier temps, puis avec l’aide d’un code EF de plasticité cristalline
utilisant une forme modifiée de la loi de comportement du monocristal présentée en § 5.3.2. Ce travail
se prolongera sans doute sur plusieurs années et devrait concerner dans le moyen terme les propriétés
mécaniques de matériaux nanostructurés où interviennent les interactions entre dislocations et surfaces
ou interfaces.

En conclusion, il existe à ce jour une théorie des dislocations, mais pas encore de théorie bien
établie de la plasticité. Les questions ouvertes sont nombreuses et se situent à différentes échelles.
Mon ambition, pour les années à venir, sera de contribuer à résoudre quelques unes de ces difficultés
à l’aide de simulations numériques, mises au service de l’élaboration de modèles analytiques simples
aussi souvent que possible. Ces travaux pourront être accompagnés, lorsque cela s’avèrera nécessaire,
d’études expérimentales, réalisées par d’autres groupes, afin de valider ou infirmer les prédictions des
modèles.
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ANNEXE B

Articles complémentaires

La présente annexe rassemble un ensemble d’articles techniques ou scientifiques significatifs qui ne sont
pas développés en détail dans le présent mémoire. Dans l’ordre, ces documents donnent des informations
complémentaires sur :

1. Le champ de contrainte d’une dislocation dans un milieu élastique isotrope infini [30].
2. L’influence des conditions aux limites périodiques sur les simulations de DD [60].
3. La nature diverse des réactions entre dislocations non-coplanaires dans les métaux CFC et les CC [150].
4. Le durcissement de la forêt dans les métaux CC et sa dépendance en température [151].
5. Les propriétés élémentaires intervenant dans la formation de microstructure de dislocation organi-

sées [152].
6. La modélisation de la déformation d’un composite à matrice métallique avec le MDC (modèle discret-

continu) [37].
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pe
rt

ie
s,

 s
o 

th
at

 t
he

re
 i

s 
ac

tu
al

ly
 n

o 
bo

un
da

ry
 t

o 
de

al
 w

it
h 

in
th

e 
pr

es
en

ce
 o

f 
P

B
C

s.
 F

in
al

ly
, 

an
y 

se
gm

en
t 

ca
n 

be
 s

et
 a

t 
th

e 
ce

nt
er

 o
f 

a
pr

im
ar

y 
ce

ll 
fo

r 
th

e 
co

m
pu

ta
tio

n 
of

 i
ts

 e
la

st
ic

 i
nt

er
ac

tio
ns

 w
ith

 t
he

 r
es

t 
of

 t
he

m
ic

ro
st

ru
ct

ur
e.

A
s 

th
e 

ar
ra

y 
of

 c
el

ls
 i

s 
pe

ri
od

ic
, i

ts
 s

ec
tio

n 
by

 a
 s

lip
 p

la
ne

 i
s 

al
so

 p
er

io
di

c,
al

be
it

 w
it

h 
a 

di
ff

er
en

t 
pe

ri
od

. 
A

 p
or

ti
on

 o
f 

di
sl

oc
at

io
n 

li
ne

, 
th

en
, 

ne
ce

ss
ar

il
y

m
ee

ts
 w

it
h 

on
e 

of
 i

ts
 i

m
ag

es
 a

ft
er

 a
 c

er
ta

in
 g

li
de

 p
at

h.
 F

or
 i

ns
ta

nc
e 

in
 t

he
sq

ua
re

 c
el

l 
of

 F
ig

. 1
-a

 a
nd

 f
or

 a
 p

or
tio

n 
of

 d
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lo
ca

tio
n 

lin
e 

pr
op
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at

in
g 

al
on
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en
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t D

ev
in
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e*  a
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ad
is

la
s 

K
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in
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 D
P

TA
, C

om
m

is
sa

ri
at
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 l'

E
ne

rg
ie

 A
to

m
iq

ue
, B

P
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16
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ru
yè

re
s-

le
-C

hâ
te

l, 
F

ra
nc

e
* LE

M
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N
R
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O

N
E

R
A
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A
v.

 d
e 

la
 D

iv
is

io
n 

Le
cl

er
c,

 B
P

 7
2,

 9
23

22
 C

hâ
til

lo
n 

C
ed

ex
, F

ra
nc

e

A
bs

tr
ac

t:
T

he
 u

se
 o

f 
pe

ri
od

ic
 b

ou
nd

ar
y 

si
m

ul
at

io
ns

 i
n 

di
sl

oc
at

io
n 

dy
na

m
ic

s 
si

m
ul

at
io

ns
re

su
lt

s 
in

  
in

de
si

ra
bl

e 
se

lf
-a

nn
ih

il
at

io
n 

ev
en

ts
. 

M
et

ho
ds

 a
re

 p
re

se
nt

ed
 f

or
av

oi
di

ng
 th

is
 a

rt
ef

ac
t a

nd
 p

re
sc

ri
bi

ng
  r

ea
lis

tic
 d

is
lo

ca
tio

n 
m

ea
n 

fr
ee

-p
at

hs
.

K
ey

 w
or

ds
:

di
sl

oc
at

io
n 

dy
na

m
ic

s 
si

m
ul

at
io

n,
 p

er
io

di
c 

bo
un

da
ry

 c
on

di
tio

n.

1.
 

IN
T

R
O

D
U

C
T

IO
N

T
he

 p
re

se
nt

 w
or

k 
is

 d
ea

li
ng

 w
it

h 
pe

ri
od

ic
 b

ou
nd

ar
y 

co
nd

it
io

ns
 (

PB
C

s)
 i

n
di

sl
oc

at
io

n 
dy

na
m

ic
s 

(D
D

) 
si

m
ul

at
io

ns
. 

F
or

 t
he

 s
o-

ca
ll

ed
 m

as
s 

si
m

ul
at

io
ns

,
PB

C
s 

ar
e 

ne
ed

ed
 in

 o
rd

er
 to

 e
ns

ur
e 

th
at

 d
is

lo
ca

tio
n 

fl
ux

es
 a

re
 b

al
an

ce
d 

at
 th

e
bo

un
da

ri
es

 o
f 

th
e 

pr
im

ar
y 

si
m

ul
at

io
n 

ce
ll

 i
n 

or
de

r 
to

 a
vo

id
 u

nd
es

ir
ab

le
 s

iz
e

ef
fe

ct
s 

du
e 

to
 f

in
it

e 
di

m
en

si
on

s 
an

d 
ar

ti
fi

ci
al

 d
is

lo
ca

ti
on

 l
os

se
s 

du
e 

to
 i

m
ag

e
fo

rc
es

.
B

ul
at

ov
, 

R
he

e 
an

d 
C

ai
1  h

av
e 

di
sc

us
se

d 
th

e 
ap

pl
ic

at
io

n 
of

 P
B

C
s 

to
 D

D
si

m
ul

at
io

ns
. 

In
 s

ho
rt

, 
di

sl
oc

at
io

ns
 g

li
de

 i
n 

a 
pe

ri
od

ic
 a

rr
ay

 f
or

m
ed

 b
y 

a
pr

im
ar

y 
si

m
ul

at
io

n 
ce

ll
 a

nd
 i

ts
 r

ep
li

ca
s.

 E
ve

ry
 t

im
e 

a 
po

rt
io

n 
of

 d
is

lo
ca

ti
on

li
ne

 c
ro

ss
es

 a
 b

ou
nd

ar
y 

be
tw

ee
n 

tw
o 

ce
ll

s,
 i

ts
 i

m
ag

es
 e

m
er

ge
 i

n 
al

l 
th

e 
ce

ll
s

at
 t

he
 e

qu
iv

al
en

t 
po

si
ti

on
 o

n 
th

e 
op

po
si

te
 b

ou
nd

ar
y.

 A
 b

al
an

ce
 o

f 
fl

ux
es

 i
s

th
en

 e
st

ab
lis

he
d 

th
ro

ug
h 

al
l t

he
 in

te
rn

al
 in

te
rf

ac
es

 o
f 

th
e 

si
m

ul
at

ed
 v

ol
um

e.
 



4
R

on
an

 M
ad

ec
, B

en
oi

t D
ev

in
cr

e*
 a

nd
 L

ad
is

la
s 

K
ub

in
*

In
 t

hi
s 

ex
pr

es
si

on
, 

u
, 

v,
 a

nd
 w

 a
re

 i
nt

eg
er

s 
co

un
ti

ng
 t

he
 n

um
be

r 
of

 c
el

l
bo

un
da

ry
 c

ro
ss

in
gs

 b
ef

or
e 

se
lf

-a
nn

ih
il

at
io

n.
 T

he
 t

ot
al

 t
ra

ns
la

ti
on

 T
 h

as
 a

gl
id

e 
co

m
po

ne
nt

 a
nd

 a
 c

om
po

ne
nt

 a
lo

ng
 t

he
 n

or
m

al
 t

o 
th

e 
sl

ip
 p

la
ne

. 
T

hu
s,

th
e 

co
nd

iti
on

 f
or

 s
el

f-
an

ni
hi

la
tio

n 
of

 a
 s

eg
m

en
t i

n 
a 

sl
ip

 p
la

ne
 w

ith
 in

de
x 

i  
is

si
m

pl
y 

w
ri

tte
n 

T
.n

 =
 i,

 o
r,

 in
 d

ev
el

op
ed

 f
or

m
:

 
hu

L x
+ 

kv
L x

 +
 lw

L x
 =

 i
(3

)

In
 t

he
 s

am
e 

w
ay

, 
al

l 
th

e 
sl

ip
 p

la
ne

 i
nd

ex
es

 m
et

 d
ur

in
g 

th
e 

gl
id

e 
pa

th
 O

M
ar

e 
a 

li
ne

ar
 c

om
bi

na
ti

on
 o

f 
hL

x,
 k

L
y 

an
d 

lL
z. 

T
he

 g
re

at
es

t 
co

m
m

on
 d

iv
is

or
 o

f
th

es
e 

th
re

e 
la

st
 q

ua
nt

it
ie

s 
de

fi
ne

s,
 a

lo
ng

 t
he

 n
or

m
al

 n
, 

a 
on

e-
di

m
en

si
on

al
la

tt
ic

e 
th

at
 

co
nt

ai
ns

 
al

l 
th

e 
po

ss
ib

le
 

sl
ip

 
pl

an
e 

in
de

xe
s 

av
ai

la
bl

e 
to

di
sl

oc
at

io
ns

.  
T

hi
s 

pr
op

er
ty

 i
s,

 a
ct

ua
ll

y,
 t

he
 o

nl
y 

on
e 

th
at

 i
s 

ne
ed

ed
 t

o 
ap

pl
y

th
e 

ge
ne

ra
l 

so
lu

ti
on

s 
de

ve
lo

pe
d 

be
lo

w
 t

o 
th

re
e-

di
m

en
si

on
al

 D
D

 s
im

ul
at

io
ns

.
It

 a
ls

o 
de

fi
ne

s 
th

e 
sm

al
le

st
 d

ip
ol

e 
he

ig
ht

 t
ha

t 
ca

n 
be

 m
et

 i
n 

a 
gi

ve
n 

sl
ip

sy
st

em
.

B
ef

or
e 

co
m

in
g 

ba
ck

 t
o 

th
e 

ge
ne

ra
l 

ca
lc

ul
at

io
n 

of
 t

he
 s

el
f-

an
ni

hi
la

ti
on

di
st

an
ce

s,
 w

e 
ex

am
in

e 
pa

rt
ic

ul
ar

 s
li

p 
ge

om
et

ri
es

 l
ea

di
ng

 t
o 

ve
ry

 s
ho

rt
an

ni
hi

la
tio

n 
di

st
an

ce
s.

2.
2 

D
ir

ec
t 

se
lf

-a
nn

ih
ila

ti
on

s

In
 g

en
er

al
, 

th
e 

m
od

ul
o 

tr
an

sl
at

io
ns

 a
re

 n
ot

 i
n 

a 
sl

ip
 p

la
ne

. 
T

hi
s 

ca
n,

ho
w

ev
er

, 
ha

pp
en
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or

 p
ar

ti
cu

la
r 

sl
ip

 g
eo

m
et

ri
es

.  
A

s 
sc

he
m

at
ic

al
ly

 d
ep

ic
te

d
in

 F
ig

. 2
-a

, w
he

n 
a 

di
sl

oc
at

io
n 

li
ne

 p
ro

pa
ga

te
s 

al
on

g 
a 

di
re

ct
io

n 
pa

ra
ll

el
 t

o 
a

m
od

ul
o 

tr
an

sl
at

io
n,

 s
el

f-
an

ni
hi

la
ti

on
 o

cc
ur

s 
af

te
r 

on
e 

bo
un

da
ry

 c
ro

ss
in

g,
ir

re
sp

ec
ti

ve
 o

f 
th

e 
ce

ll
 s

ha
pe

, 
cu

bi
c 

or
 o

rt
hr

ho
m

bi
c.

 T
hi

s 
ty

pe
 o

f 
si

tu
at

io
n 

is
no

t 
un

co
m

m
on

 a
nd

 i
s 

m
et

 t
yp

ic
al

ly
 w

it
h 

{1
00

} 
an

d 
{1

10
} 

sl
ip

 p
la

ne
s 

in
so

m
e 

si
m

pl
e 

cu
bi

c 
st

ru
ct

ur
es

. 
Fo

r 
ex

am
pl

e,
 t

he
 {

11
0}

 s
li

p 
pl

an
es

 i
n 

th
e 

bc
c

st
ru

ct
ur

e 
co

nt
ai

n 
a 

m
od

ul
o 

tr
an

sl
at

io
n 

pa
ra

lle
l t

o 
<0

01
>.

A
 s

ol
ut

io
n 

to
 t

hi
s 

pr
ob

le
m

 c
on

si
st

s 
in

 s
hi

ft
in

g 
a 

se
t 

of
 p

ar
al

le
l 

bo
un

da
ri

es
by

 a
 t

ra
ns

la
ti

on
 d

ij
 (

F
ig

. 
2-

a)
. 

T
he

 f
ir

st
 i

nd
ex

 r
ef

er
s 

he
re

 t
o 

th
e 

bo
un

da
ry

no
rm

al
 a

nd
 t

he
 s

ec
on

d 
on

e 
to

 t
he

 s
hi

ft
 d

ir
ec

tio
n.

 I
n 

la
tti

ce
-b

as
ed

 s
im

ul
at

io
ns

,
th

e 
co

he
re

nc
y 

of
 t

he
 s

li
p 

pl
an

es
 a

cr
os

s 
th

e 
in

te
rf

ac
e 

ha
s 

to
 b

e 
pr

es
er

ve
d 

an
d

d i
j i

s 
a 

tr
an

sl
at

io
n 

of
 t

he
 s

im
ul

at
io

n 
la

tt
ic

e.
 T

he
 s

hi
ft

 v
ec

to
r 

m
us

t 
al

so
pr

es
er

ve
 t

he
 c

on
ti

nu
it

y 
of

 t
he

 s
im

ul
at

ed
 m

at
er

ia
l. 

Fo
r 

in
st

an
ce

 n
or

m
al

 s
hi

ft
s

d i
i a

re
 fo

rb
id

de
n,

 a
s 

th
ey

 i
nt

ro
du

ce
 v

oi
ds

 o
r 

m
at

te
r 

ov
er

la
ps

. 
F

or
 t

he
 s

am
e

re
as

on
, s

im
ul

ta
ne

ou
s 

sy
m

m
et

ri
ca

l 
sh

ea
rs

 o
n 

di
ff

er
en

t 
bo

un
da

ri
es

, l
ik

e 
d i

j a
nd

d j
i a

re
 f

or
bi

dd
en

, 
an

d 
of

 t
he

 t
hr

ee
 n

on
-z

er
o 

sh
ea

rs
, 

on
ly

 t
w

o 
ca

n 
be

 a
pp

li
ed

si
m

ul
ta

ne
ou

sl
y.

 T
hu

s,
 i

n 
th

re
e 

di
m

en
si

on
s,

 t
he

 p
ro

bl
em

 c
an

 b
e 

so
lv

ed
 f

or
tw

o 
bo

un
da

ri
es

 o
nl

y.
 A

no
th

er
 s

ol
ut

io
n 

is
, t

he
n,

 n
ee

de
d,

 f
or

 t
he

 c
as

e 
of

 {
10

0}
sl

ip
, w

he
re

 d
ir

ec
t s

el
f-

an
ni

hi
la

tio
n 

ca
n 

oc
cu

r 
in

 th
re

e 
di

ff
er

en
t d

ir
ec

tio
ns

.
A

n 
al

te
rn

at
iv

e 
so

lu
ti

on
 

co
ns

is
ts

 
in

 
ro

ta
ti

ng
 

th
e 

cr
ys

ta
ll

og
ra

ph
ic

or
ie

nt
at

io
ns

 w
ith

 r
es

pe
ct

 t
o 

th
e 

pr
im

ar
y 

ce
ll 

(F
ig

. 2
-b

),
 i

n 
or

de
r 

to
 t

ilt
 t

he
 s

lip
pl

an
es

 a
w

ay
 f

ro
m

 t
he

 d
ir

ec
ti

on
 o

f 
th

e 
m

od
ul

o 
tr

an
sl

at
io

n.
 I

n 
di

sc
re

tiz
ed

O
N

 T
H

E
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SE
 O

F
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E
R

IO
D
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O
U

N
D

A
R

Y 
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O
N

D
IT

IO
N

S 
IN

D
IS

LO
C

A
TI

O
N

 D
YN

A
M

IC
S 

SI
M

U
LA

TI
O

N
S

3

th
e 

se
co

nd
 d

ia
go

na
l, 

se
lf

-a
nn

ih
il

at
io

n 
oc

cu
rs

 a
ft

er
 t

w
o 

bo
un

da
ry

 c
ro

ss
in

gs
on

ly
. 

T
he

 s
im

pl
es

t 
w

ay
 t

o 
co

nt
ro

l 
th

es
e 

un
de

si
ra

bl
e 

sp
at

ia
l 

co
rr

el
at

io
ns

co
ns

is
ts

 i
n 

in
tr

od
uc

in
g 

or
th

or
ho

m
bi

c 
di

st
or

ti
on

s 
of

 t
he

 s
qu

ar
e 

or
 c

ub
ic

si
m

ul
at

io
n 

ce
lls

.

F
ig

ur
e 

1.
  

a 
- 

In
 a

 s
qu

ar
e 

ce
ll,

 a
 p

oi
nt

 m
ov

in
g 

al
on

g 
a 

di
re

ct
io

n 
pa

ra
lle

l t
o 

th
e 

se
co

nd
 d

ia
go

na
l

an
ni

hi
la

te
s 

w
it

h 
it

s 
im

ag
e 

af
te

r 
tw

o 
m

od
ul

o 
tr

an
sl

at
io

ns
. 

b 
– 

S
el

f-
an

ni
hi

la
ti

on
 i

n 
th

re
e-

di
m

en
si

on
s 

an
d 

in
 a

 s
lip

 p
la

ne
 o

f 
no

rm
al

 n
.

W
e 

no
w

 c
on

si
de

r 
th

e 
im

ag
es

 o
f 

a 
th

re
e-

di
m

en
si

on
al

 t
ra

je
ct

or
y 

in
 t

he
pr

im
ar

y 
ce

ll
 (

cf
. 

Fi
g.

 1
-b

).
  

In
 w

ha
t 

fo
ll

ow
s,

 t
he

 p
ri

m
ar

y 
si

m
ul

at
io

n 
ce

ll
 h

as
{1

00
} 

fa
ce

s 
an

d 
it

s 
di

m
en

si
on

s 
ar

e 
de

fi
ne

d 
by

 t
he

 v
ec

to
rs

 (
L

x,
 L

y,
 L

z)
. 

T
he

sl
ip

 p
la

ne
 n

or
m

al
 i

s 
de

no
te

d 
n

(h
, 

k,
 l

),
 a

nd
 t

he
 p

os
it

io
n 

of
 a

 p
oi

nt
 a

lo
ng

 a
n

ex
pa

nd
in

g 
di

sl
oc

at
io

n 
lo

op
 i

s 
de

fi
ne

d 
by

 t
he

 v
ec

to
r 

O
M

, 
th

e 
ar

bi
tr

ar
y 

or
ig

in
of

 t
he

 e
xp

an
si

on
, O

, b
ei

ng
 t

ak
en

 a
t 

th
e 

or
ig

in
 o

f 
th

e 
ce

ll.
 T

he
 v

ec
to

r 
O

M
 c

an
be

 d
ec

om
po

se
d 

as
 a

 s
um

 o
f 

tw
o 

co
m

po
ne

nt
s,

 o
ne

 a
lo

ng
 th

e 
in

 th
e 

gl
id

e 
pl

an
e

(g
 i

n 
F

ig
. 

1-
b)

 a
nd

 t
he

 o
th

er
 a

lo
ng

 t
he

 s
li

p 
pl

an
e 

no
rm

al
. 

T
he

 l
at

te
r 

al
lo

w
s

di
st

in
gu

is
hi

ng
 b

et
w

ee
n 

 s
lip

 p
la

ne
s 

of
 d

if
fe

re
nt

 h
ei

gh
ts

 i
n 

th
e 

si
m

ul
at

io
n.

 F
or

th
is

 p
ur

po
se

, w
e 

de
fi

ne
 a

 s
lip

 p
la

ne
 in

de
x,

 i,
 s

uc
h 

th
at

 (
Fi

g.
 1

-b
):

i =
 O

M
.n

  
(1

)

In
 e

ac
h 

ce
ll

, 
th

is
 i

nd
ex

 g
oe

s 
fr

om
 z

er
o 

to
 a

 m
ax

im
um

 v
al

ue
. 

U
po

n 
se

lf
-

an
ni

hi
la

ti
on

, 
th

e 
tw

o 
in

te
ra

ct
in

g 
se

gm
en

ts
 m

us
t 

ha
ve

 s
am

e 
sl

ip
 p

la
ne

 i
nd

ex
,

as
 t

he
y 

ar
e 

in
 t

he
 s

am
e 

sl
ip

 p
la

ne
. 

In
 t

he
 c

as
e 

de
pi

ct
ed

 i
n 

F
ig

. 
1-

b
, 

se
lf

-
an

ni
hi

la
ti

on
 o

cc
ur

s 
be

tw
ee

n 
tw

o 
im

ag
es

 i
n 

a 
pl

an
e 

w
it

h 
no

n-
ze

ro
 i

nd
ex

,
w

hi
ch

 i
s 

no
t 

th
at

 o
f 

th
e 

lo
op

 e
xp

an
di

ng
 f

ro
m

 t
he

 o
ri

gi
n 

(i
 =

 0
).

 I
t 

ca
n 

al
so

oc
cu

r 
in

 t
he

 p
la

ne
 i

 =
 0

, 
be

tw
ee

n 
th

e 
lo

op
 a

nd
 o

ne
 o

f 
it

s 
im

ag
es

. 
T

he
se

 t
w

o
si

tu
at

io
ns

 w
il

l 
be

 d
is

cu
ss

ed
 s

ep
ar

at
el

y 
in

 s
ec

ti
on

 3
. 

F
in

al
ly

, 
w

e 
de

fi
ne

 t
he

to
ta

l 
tr

an
sl

at
io

n,
 T

, a
s 

th
e 

su
m

 o
f 

 t
he

 w
ho

le
 s

et
 o

f 
m

od
ul

o 
tr

an
sl

at
io

ns
 u

po
n

se
lf

-a
nn

ih
ila

tio
n:

T
 =

 u
L

x+
vL

y+
w

L
z,

  
 (

2)



6
R

on
an

 M
ad

ec
, B

en
oi

t D
ev

in
cr

e*
 a

nd
 L

ad
is

la
s 

K
ub

in
*

no
n-

sc
re

w
 s

eg
m

en
ts

 a
re

 c
om

pa
ra

ti
ve

ly
 h

ig
hl

y 
m

ob
il

e.
 T

he
se

 s
eg

m
en

ts
 c

an
ha

ve
 l

on
g 

m
ea

n-
fr

ee
 p

at
hs

, p
er

ha
ps

 u
p 

to
 o

ne
 h

un
dr

ed
 o

f 
m

ic
ro

ns
 o

r 
m

or
e 

in
pu

re
 c

ry
st

al
s;

 t
he

ir
 p

ro
pa

ga
ti

on
 r

es
ul

ts
 i

n 
th

e 
fo

rm
at

io
n 

of
 l

oo
ps

 w
it

h 
ve

ry
an

is
ot

ro
pi

c 
sh

ap
es

5 .

3.
2 

G
eo

m
et

ry
 in

 t
he

 E
xt

en
de

d 
Sl

ip
 P

la
ne

F
ig

ur
e 

3.
 a

 -
 A

 c
ir

cu
la

r 
di

sl
oc

at
io

n 
lo

op
 e

xp
an

ds
 f

ro
m

 t
he

 o
ri

gi
n 

O
 i

n 
a 

sl
ip

 p
la

ne
 o

f 
no

rm
al

n.
 A

lo
ng

 a
 d

ir
ec

tio
n 

d,
 a

nd
 f

or
 a

 c
er

ta
in

 r
ad

iu
s 

l,
 th

e 
fi

rs
t s

el
f-

an
ni

hi
la

tio
n 

oc
cu

rs
 in

 A
 w

ith
 a

n
im

ag
e 

th
at

 m
ov

ed
 i

n 
th

e 
op

po
si

te
 d

ir
ec

ti
on

 (
se

e 
te

xt
 f

or
 o

th
er

 d
et

ai
ls

).
 b

  
- 

 T
il

in
g 

of
 a

 (
11

1)
sl

ip
 p

la
ne

 in
 th

e 
fc

c 
st

ru
ct

ur
e 

by
 p

ol
yg

on
al

 in
te

rs
ec

tio
ns

 w
ith

 a
 p

er
io

di
c 

ar
ra

y 
of

 o
rt

ho
rh

om
bi

c
si

m
ul

at
io

n 
ce

ll
s.

 T
he

 l
at

te
r 

ha
ve

 h
er

e 
di

m
en

si
on

s 
pr

op
or

ti
on

al
 t

o 
th

e 
se

t 
of

 i
nc

om
m

en
su

ra
te

nu
m

be
rs

 (
40

, 
30

, 
31

).
 T

w
o 

su
pe

rc
el

ls
 a

re
 s

ho
w

n,
 o

f 
w

hi
ch

 t
he

 b
ou

nd
ar

ie
s 

w
er

e 
co

m
pu

te
d

fr
om

 th
e 

co
nd

iti
on

 th
at

 e
ac

h 
su

pe
rc

el
l o

nl
y 

co
nt

ai
ns

 p
ol

yg
on

s 
w

ith
 d

if
fe

re
nt

 in
de

xe
s.

F
ig

ur
e 

3-
a,

 s
ch

em
at

ic
al

ly
 d

ep
ic

ts
 t

he
 s

el
f-

an
ni

hi
la

ti
on

 o
f 

an
 i

so
tr

op
ic

di
sl

oc
at

io
n 

lo
op

 e
xp

an
di

ng
 b

y 
gl

id
e 

fr
om

 t
he

 o
ri

gi
n 

O
 o

f 
th

e 
pr

im
ar

y 
ce

ll
(i

ni
ti

al
 i

nd
ex

 i
o 

=
 0

).
 A

s 
in

di
ca

te
d 

in
 s

ec
ti

on
 2

.1
 t

he
 o

ri
gi

n 
ca

n 
be

 c
ho

se
n 

in
an

 a
rb

it
ra

ry
 m

an
ne

r 
w

it
ho

ut
 l

os
s 

of
 g

en
er

al
it

y.
 T

he
 f

ir
st

 s
el

f-
an

ni
hi

la
ti

on
ev

en
t 

oc
cu

rs
 a

lo
ng

 a
 d

ir
ec

ti
on

 d
(d

x,
 d

y,
 

d z
),

 a
ft

er
 a

 g
li

de
 p

at
h 

or
 s

el
f-

an
ni

hi
la

tio
n 

ra
di

us
 l

.
T

he
 i

nt
er

se
ct

io
ns

 o
f 

a 
sl

ip
 p

la
ne

 w
ith

 t
he

 p
er

io
di

c 
ar

ra
y 

of
 s

im
ul

at
io

n 
ce

lls
de

fi
ne

 a
 t

il
in

g 
of

 c
on

ti
gu

ou
s 

po
ly

go
ns

 w
it

h 
va

ri
ou

s 
in

de
xe

s 
an

d 
sh

ap
es

. T
hi

s
ti

li
ng

 i
s 

ne
ce

ss
ar

il
y 

pe
ri

od
ic

 s
in

ce
 t

he
re

 i
s 

a 
fi

ni
te

 n
um

be
r 

of
 p

os
si

bl
e

in
de

xe
s 

i 
, 

w
hi

ch
 c

or
re

sp
on

ds
 t

o 
an

 e
qu

iv
al

en
t 

nu
m

be
r 

of
 d

is
ti

nc
t 

po
ly

go
na

l
in

te
rs

ec
ti

on
s.

 O
ne

 c
an

 t
hu

s 
de

fi
ne

 i
n 

th
e 

sl
ip

 p
la

ne
 a

 p
er

io
di

c 
ar

ra
y 

of
su

pe
rc

el
ls

, 
of

 w
hi

ch
 t

he
 p

er
io

di
ci

ty
 i

n 
an

y 
di

re
ct

io
n 

is
 d

ef
in

ed
 b

y 
th

e
pe

ri
od

ic
ity

 o
f 

th
e 

in
de

xe
s 

of
 t

he
 p

ol
yg

on
al

 i
nt

er
se

ct
io

ns
. T

he
 s

up
er

ce
lls

 h
av

e
co

m
pl

ex
 s

ha
pe

s,
 a

s 
sh

ow
n 

in
 t

he
 e

xa
m

pl
e 

gi
ve

n 
in

 F
ig

ur
e 

3-
b.

 T
hi

s 
ex

am
pl

e

O
N

 T
H

E
 U

SE
 O

F
 P

E
R

IO
D

IC
 B

O
U

N
D

A
R

Y 
C

O
N

D
IT

IO
N

S 
IN

D
IS

LO
C

A
TI

O
N

 D
YN

A
M

IC
S 

SI
M

U
LA

TI
O

N
S

5

si
m

ul
at

io
ns

, t
he

 r
ot

at
ed

 l
at

ti
ce

 m
us

t 
be

 s
uc

h 
th

at
 t

he
 s

um
m

it
s 

of
 t

he
 u

ni
t 

ce
ll

ha
ve

 i
nt

eg
er

 M
ill

er
 i

nd
ex

es
, i

n 
or

de
r 

to
 e

ns
ur

e 
cr

ys
ta

llo
gr

ap
hi

c 
co

m
pa

tib
ili

ty
be

tw
ee

n 
th

e 
pr

im
ar

y 
ce

ll
 

an
d 

it
s 

re
pl

ic
as

. 
In

 
cu

bi
c 

or
 

or
th

or
ho

m
bi

c
st

ru
ct

ur
es

, 
a 

co
nv

en
ie

nt
 s

ol
ut

io
n 

co
ns

is
ts

 i
n 

ro
ta

ti
ng

 t
he

 c
ry

st
al

lo
gr

ap
hi

c
ax

es
 a

ro
un

d 
si

m
pl

e 
cr

ys
ta

ll
og

ra
ph

ic
 d

ir
ec

ti
on

s,
 f

or
 i

ns
ta

nc
e 

<
00

1>
. 

T
hi

s
m

et
ho

d 
ca

n 
be

 e
m

pl
oy

ed
 a

lo
ne

, 
as

 o
ne

 r
ot

at
io

n 
ca

n 
be

 a
pp

li
ed

 a
lo

ng
 e

ac
h

<
10

0>
 d

ir
ec

ti
on

, 
at

 t
he

 e
xp

en
se

 o
f 

so
m

e 
co

m
pl

ex
it

y,
 o

r 
in

 c
om

bi
na

ti
on

 w
it

h
sh

if
ts

. 
T

he
 o

pt
im

iz
at

io
n 

of
 t

he
 c

el
l 

di
m

en
si

on
s 

pr
es

en
te

d 
be

lo
w

 c
an

 b
e

ca
rr

ie
d 

ou
t i

n 
th

e 
pr

es
en

ce
 o

f 
sh

if
ts

 a
nd

 r
ot

at
io

ns
 (

cf
. s

ec
tio

n 
3.

4)
.

a

d y
x

-L
y

(a
)

(b
)

F
ig

ur
e 

2.
 T

w
o-

di
m

en
si

on
al

 s
ke

tc
he

s 
of

 d
ir

ec
t 

se
lf

-a
nn

ih
il

at
io

ns
 a

ft
er

 a
 s

in
gl

e 
bo

un
da

ry
cr

os
si

ng
. 

a 
– 

A
 v

er
ti

ca
l 

sl
ip

 d
ir

ec
ti

on
 i

s 
tr

an
sf

or
m

ed
 i

nt
o 

it
se

lf
 a

ft
er

 o
ne

 b
ou

nd
ar

y 
cr

os
si

ng
(s

in
gl

e 
ar

ro
w

).
 T

he
 p

ro
bl

em
 i

s 
so

lv
ed

 b
y 

sh
if

ti
ng

 t
he

 n
ei

gh
bo

ri
ng

 c
el

ls
 w

it
h 

re
sp

ec
t 

to
 e

ac
h

ot
he

r 
(h

er
e 

by
 d

yx
) 

so
  

th
at

 t
he

 g
li

de
 p

at
h 

an
d 

it
s 

im
ag

e 
(d

ou
bl

e 
ar

ro
w

) 
do

 n
ot

 c
oi

nc
id

e.
 b

 –
T

he
 s

am
e 

pr
ob

le
m

 i
s 

so
lv

ed
 b

y 
in

tr
od

uc
in

g 
a 

ro
ta

ti
on

 a
 o

f 
th

e 
cr

ys
ta

ll
og

ra
ph

ic
 a

xe
s 

w
it

h
re

sp
ec

t t
o 

th
e 

pr
im

ar
y 

ce
ll.

3.
 

C
O

N
T

R
O

L
L

IN
G

 S
E

L
F

-A
N

N
IH

IL
A

T
IO

N
S

1.
1 

Is
ot

ro
pi

c 
an

d 
A

ni
so

tr
op

ic
 D

is
lo

ca
ti

on
 L

oo
ps

In
 t

hr
ee

-d
im

en
si

on
s,

 t
he

 s
el

f-
an

ni
hi

la
ti

on
 d

is
ta

nc
e 

of
 a

 d
is

lo
ca

ti
on

se
gm

en
t 

in
 a

 g
iv

en
 s

li
p 

pl
an

e 
de

pe
nd

s 
on

 i
ts

 p
ro

pa
ga

ti
on

 d
ir

ec
ti

on
. 

It
s

m
in

im
um

 v
al

ue
, 

w
hi

ch
 i

s 
ac

hi
ev

ed
 f

or
 a

 p
ar

ti
cu

la
r 

di
re

ct
io

n,
 c

or
re

sp
on

ds
 t

o
th

e 
fi

rs
t 

se
lf

-a
nn

ih
il

at
io

n 
oc

cu
rr

in
g 

du
ri

ng
 a

 s
im

ul
at

io
n.

 T
hi

s 
qu

an
ti

ty
 i

s 
th

e
on

e 
th

at
 s

ho
ul

d 
be

 c
on

tr
ol

le
d 

fo
r 

a 
pr

op
er

 u
se

 o
f 

P
B

C
s.

 T
w

o 
m

od
el

si
tu

at
io

ns
 a

re
 c

on
si

de
re

d 
in

 w
ha

t 
fo

ll
ow

s,
 w

hi
ch

 c
or

re
sp

on
d 

to
 c

om
m

on
co

nf
ig

ur
at

io
ns

 f
ou

nd
 i

n 
th

e 
pr

ac
tic

e.
 I

n 
fc

c 
cr

ys
ta

ls
, d

is
lo

ca
tio

n 
lo

op
s 

ex
pa

nd
w

it
h 

ra
th

er
 i

so
tr

op
ic

 s
ha

pe
s 

an
d 

m
ea

n-
fr

ee
 p

at
hs

 o
f 

th
e 

or
de

r 
of

 a
 s

ev
er

al
te

ns
 o

f 
m

ic
ro

ns
4 .  

A
t 

lo
w

 t
em

pe
ra

tu
re

s 
in

 b
cc

 c
ry

st
al

s 
an

d 
fo

r 
pr

is
m

at
ic

 s
li

p
in

 h
cp

 c
ry

st
al

s,
 s

cr
ew

 d
is

lo
ca

ti
on

s 
ex

pe
ri

en
ce

 a
 s

tr
on

g 
la

tt
ic

e 
fr

ic
ti

on
 a

nd
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R

on
an

 M
ad

ec
, B

en
oi

t D
ev

in
cr

e*
 a

nd
 L

ad
is

la
s 

K
ub

in
*

3.
4 

Se
lf

-a
nn

ih
ila

ti
on

 o
f 

A
ni

so
tr

op
ic

 L
oo

ps

T
he

 a
ni

so
tr

op
ic

 l
oo

ps
 h

av
e 

in
 p

ra
ct

ic
e 

qu
as

i-
re

ct
an

gu
la

r 
sh

ap
es

 a
nd

 t
he

fa
st

 m
ov

in
g 

po
rt

io
ns

, 
of

 s
m

al
l 

le
ng

th
, 

ca
n 

be
 a

pp
ro

xi
m

at
ed

 b
y 

se
gm

en
ts

 o
f

in
fi

ni
te

si
m

al
 l

en
gt

h 
pr

op
ag

at
in

g 
al

on
g 

th
e 

di
re

ct
io

n 
±d

. 
In

 c
on

tr
as

t 
w

it
h 

th
e

pr
ev

io
us

 c
as

e,
 t

he
 d

ir
ec

ti
on

 d
 i

s 
fi

xe
d 

by
 a

 p
hy

si
ca

l 
ar

gu
m

en
t 

an
d 

is
 n

ot
ne

ce
ss

ar
il

y 
co

nn
ec

ti
ng

 t
he

 o
ri

gi
ns

 o
f 

ne
ig

hb
or

in
g 

su
pe

rc
el

ls
. 

A
ni

so
tr

op
ic

lo
op

s 
or

 s
eg

m
en

ts
 c

an
, t

hu
s,

 c
ro

ss
 s

ev
er

al
 s

up
er

ce
lls

 b
ef

or
e 

se
lf

-a
nn

ih
ila

tin
g.

A
s 

a 
co

ns
eq

ue
nc

e,
 t

he
ir

 t
ra

je
ct

or
ie

s 
ha

ve
 o

ne
 i

nt
er

es
ti

ng
 p

ro
pe

rt
y,

 w
hi

ch
 i

s
no

t 
fo

rm
al

ly
 d

ev
el

op
ed

 h
er

e 
by

 l
ac

k 
of

 s
pa

ce
. 

E
ve

ry
 t

im
e 

th
e 

bo
un

da
ry

 o
f 

a
su

pe
rc

el
l 

is
 c

ro
ss

ed
 b

y 
a 

sm
al

l 
se

gm
en

t, 
an

 i
m

ag
e 

of
 t

he
 l

at
te

r 
ap

pe
ar

s 
in

 a
ll

th
e 

su
pe

rc
el

ls
 t

hr
ou

gh
 t

he
 o

pe
ra

ti
on

 o
f 

th
e 

PB
C

s.
 T

he
 s

uc
ce

ss
iv

e 
im

ag
es

 a
re

sh
if

te
d 

by
 a

 c
on

st
an

t 
am

ou
nt

, d
ue

 t
o 

th
e 

fa
ct

 t
ha

t 
th

e 
pr

op
ag

at
io

n 
di

re
ct

io
n 

is
no

t, 
in

 g
en

er
al

, 
pa

ra
ll

el
 t

o 
di

re
ct

io
n 

co
nn

ec
ti

ng
 t

he
 o

ri
gi

ns
 o

f 
ne

ig
hb

or
in

g
su

pe
rc

el
ls

. 
It

 f
ol

lo
w

s 
th

at
 t

he
 i

m
ag

es
 o

f 
th

e 
tr

aj
ec

to
ri

es
 o

f 
an

is
ot

ro
pi

c 
lo

op
s

in
 a

 s
li

p 
pl

an
e 

ar
e 

eq
ui

di
st

an
t. 

T
he

n,
 a

 n
ec

es
sa

ry
 c

on
di

ti
on

 f
or

 t
re

at
in

g 
th

e
sh

or
t 

se
gm

en
ts

 a
s 

in
fi

ni
te

si
m

al
 o

ne
s 

is
 t

ha
t 

th
ei

r 
le

ng
th

 b
e 

sm
al

le
r 

th
an

 t
he

sp
ac

in
g 

be
tw

ee
n 

th
ei

r 
tr

aj
ec

to
ri

es
.

 I
f 

an
 e

dg
e 

se
gm

en
t 

is
 e

m
it

te
d 

in
 o

nl
y 

on
e 

di
re

ct
io

n,
 i

ts
 r

et
ur

n 
gl

id
e

di
st

an
ce

 i
s 

l.
 T

he
re

 i
s 

th
en

 n
o 

an
ni

hi
la

ti
on

, b
ut

 a
 s

pu
ri

ou
s 

sp
at

ia
l 

co
rr

el
at

io
n

is
 i

nt
ro

du
ce

d 
(t

o 
si

m
pl

if
y 

no
ta

tio
ns

, w
e 

st
ill

 c
al

l 
l 

a 
se

lf
-a

nn
ih

il
at

io
n 

ra
di

us
).

E
ac

h 
se

gm
en

t 
st

ar
ts

 f
ro

m
 t

he
 o

ri
gi

n 
(i

 =
 0

) 
an

d 
se

lf
-i

nt
er

ac
ts

 w
it

h 
an

 i
m

ag
e

at
 t

he
 o

ri
gi

n 
of

 a
no

th
er

 s
up

er
ce

ll.
 E

qu
at

io
n 

(3
) 

of
 s

ec
tio

n 
2.

1,
 ta

ke
n 

w
ith

 i=
 0

ap
pl

ie
s 

to
 t

hi
s 

si
tu

at
io

n.
 H

ow
ev

er
, 

E
q.

 (
3)

, 
w

hi
ch

 i
s 

al
so

 a
 f

ir
st

-o
rd

er
D

io
ph

an
tin

e 
eq

ua
tio

n,
 d

oe
s 

no
t 

ex
pl

ic
itl

y 
in

cl
ud

e 
th

e 
pr

op
ag

at
io

n 
di

re
ct

io
n 

d
an

d 
yi

el
ds

 s
ol

ut
io

ns
 f

or
 a

ll
 d

ir
ec

ti
on

s 
in

 a
 g

iv
en

 s
li

p 
pl

an
e.

 A
 m

or
e

tr
an

sp
ar

en
t s

ol
ut

io
n 

ca
n 

be
 d

er
iv

ed
 a

s 
fo

llo
w

s.
T

he
 p

os
it

io
n 

of
 t

he
 s

el
f-

an
ni

hi
la

ti
on

 e
ve

nt
 i

n 
th

e 
ex

te
nd

ed
 p

la
ne

 i
s

br
ou

gh
t 

ba
ck

 i
nt

o 
th

e 
pr

im
ar

y 
ce

ll
 b

y 
su

bt
ra

ct
in

g 
th

e 
to

ta
l 

tr
an

sl
at

io
n 

fr
om

th
e 

se
lf

-a
nn

ih
ila

tio
n 

ra
di

us
. T

he
n 

 (
cf

. s
ec

tio
n 

2.
1 

an
d 

Fi
g.

 1
-b

):

O
M

 =
 l

d 
– 

T
(7

)

U
po

n 
se

lf
-a

nn
ih

il
at

io
n 

at
 t

he
 o

ri
gi

n,
 w

e 
ha

ve
 O

M
 =

 0
 a

nd
 E

q.
 (

7)
 r

ed
uc

es
 t

o
ld

 –
 T

 =
  0

, o
r,

 in
 d

ev
el

op
ed

 f
or

m
 :

    

†
 

l

d x2
+

d y2
+

d z2
=

uL
x

d x
=

vL
y

d y
=

w
L z d z

,
(8

)

w
he

re
 t

he
 d

i 
ar

e 
in

te
ge

r 
cr

ys
ta

ll
og

ra
ph

ic
 i

nd
ex

es
. 

T
hi

s 
eq

ua
ti

on
 r

ed
uc

es
 t

o
E

q.
 (

3)
 b

y 
in

tr
od

uc
in

g 
th

e 
co

nd
it

io
n 

d.
n

 =
 0

, 
w

hi
ch

 e
xp

re
ss

es
 t

ha
t 

th
e

di
re

ct
io

n 
d 

is
 i

n 
th

e 
sl

ip
 p

la
ne

 o
f 

no
rm

al
 n

. 
T

he
 s

et
 o

f 
in

te
ge

r 
nu

m
be

rs
 (

u,
 v

,
w

) 
is

 o
bt

ai
ne

d 
fr

om
 th

e 
th

re
e 

eq
ua

tio
ns

 a
t t

he
 r

ig
ht

-h
an

d 
si

de
 o

f 
E

q.
 (

8)
:

O
N

 T
H

E
 U

SE
 O

F
 P

E
R

IO
D

IC
 B

O
U

N
D

A
R

Y 
C

O
N

D
IT

IO
N

S 
IN

D
IS

LO
C

A
TI

O
N

 D
YN

A
M

IC
S 

SI
M

U
LA

TI
O

N
S

7

al
so

 i
ll

us
tr

at
es

 t
he

 p
ro

bl
em

s 
m

et
 w

it
h 

no
n-

op
ti

m
al

 c
el

l 
di

m
en

si
on

s:
 t

he
 s

el
f-

an
ni

hi
la

ti
on

 r
ad

iu
s 

is
 r

at
he

r 
sm

al
l 

in
 t

hi
s 

ca
se

 (
1.

27
 t

im
es

 a
 c

el
l 

di
ag

on
al

)
an

d 
th

e 
su

pe
rc

el
l 

is
 r

at
he

r 
an

is
ot

ro
pi

c,
 w

hi
ch

 m
ea

ns
 t

ha
t 

se
lf

-a
nn

ih
il

at
io

n
oc

cu
rs

 a
lo

ng
 d

if
fe

re
nt

 d
ir

ec
tio

ns
 in

 th
e 

va
ri

ou
s 

{1
11

} 
sl

ip
 p

la
ne

s.
In

 F
ig

. 
3-

a,
 s

el
f-

an
ni

hi
la

ti
on

 o
cc

ur
s 

w
he

n 
a 

po
rt

io
n 

of
 t

he
 e

xp
an

di
ng

 l
oo

p
m

ee
ts

 i
n 

th
e 

sa
m

e 
po

ly
go

na
l 

in
te

rs
ec

ti
on

 w
it

h 
an

 i
m

ag
e 

pr
op

ag
at

in
g 

in
 t

he
op

po
si

te
 d

ir
ec

ti
on

. 
T

he
 t

w
o 

se
gm

en
ts

 m
ee

t 
w

it
h 

a 
co

m
m

on
 t

an
ge

nt
 a

nd
 a

co
m

m
on

 n
or

m
al

 p
ar

al
le

l 
to

 t
he

 p
ro

pa
ga

ti
on

 d
ir

ec
ti

on
 d

. 
T

hu
s,

 t
he

 f
ir

st
 s

el
f-

an
ni

hi
la

ti
on

 e
ve

nt
 o

n 
th

e 
di

sl
oc

at
io

n 
lo

op
 o

cc
ur

s 
al

on
g 

th
e 

di
re

ct
io

n 
of

 t
he

sh
or

te
st

 d
is

ta
nc

e 
be

tw
ee

n 
im

ag
es

 o
f 

th
e 

or
ig

in
 i

n 
th

e 
su

pe
rl

at
ti

ce
, 

T
o 

=
 O

O
'

(c
f.

 F
ig

. 
3-

b)
. 

T
he

 s
el

f-
an

ni
hi

la
ti

on
 d

ia
m

et
er

 i
s 

th
en

 2
l 

= 
 T

o,
 a

nd
 t

he
 s

el
f-

an
ni

hi
la

ti
on

 r
ad

iu
s,

 l
, 

is
 h

al
f 

th
is

 v
al

ue
 (

F
ig

. 
3-

a)
.  

A
s 

al
re

ad
y 

m
en

ti
on

ed
,

th
e 

tw
o 

to
ta

l 
tr

an
sl

at
io

ns
 T

 a
nd

 T
' 

(d
as

he
d 

li
ne

s 
in

 F
ig

. 
3-

a)
  

ar
e 

no
t 

in
 t

he
sl

ip
 p

la
ne

. 
F

ur
th

er
, 

th
ey

 d
o 

no
t 

ne
ce

ss
ar

il
y 

co
rr

es
po

nd
 t

o 
sy

m
m

et
ri

ca
l

se
qu

en
ce

s 
of

 m
od

ul
o 

tr
an

sl
at

io
ns

. 
Fo

r 
in

st
an

ce
, 

a 
po

rt
io

n 
of

 l
oo

p 
ex

pa
nd

in
g

in
 t

he
 p

ri
m

ar
y 

ce
ll

 s
ta

rt
s 

w
it

h 
a 

gl
id

e 
se

qu
en

ce
, 

w
he

re
as

 i
ts

 i
m

ag
es

 s
ta

rt
 b

y
cr

os
si

ng
 c

el
l b

ou
nd

ar
ie

s,
 w

hi
ch

 im
pl

ie
s 

on
e 

ad
di

tio
na

l m
od

ul
o 

tr
an

sl
at

io
n.

T
he

 g
eo

m
et

ri
ca

l 
co

ns
id

er
at

io
ns

 d
ev

el
op

ed
 i

n 
th

e 
pr

ev
io

us
 s

ec
ti

on
s 

ar
e

no
w

 u
se

d 
to

 c
al

cu
la

te
 a

 r
el

at
io

n 
be

tw
ee

n 
th

e 
se

lf
-a

nn
ih

il
at

io
n 

ra
di

us
 a

nd
 t

he
ce

ll 
di

m
en

si
on

s.
 T

he
 p

ra
ct

ic
al

 a
pp

lic
at

io
ns

 a
re

 o
ut

lin
ed

 in
 s

ec
tio

n 
3.

4.

3.
3 

Se
lf

-A
nn

ih
ila

ti
on

 o
f 

Is
ot

ro
pi

c 
L

oo
ps

T
he

 d
ir

ec
ti

on
 o

f 
fi

rs
t 

se
lf

-a
nn

ih
il

at
io

n 
is

 t
ha

t 
of

 t
he

 s
m

al
le

st
 v

ec
to

r
co

nn
ec

ti
ng

 t
w

o 
ne

ig
hb

or
in

g 
su

pe
rc

el
ls

, 
T

o.
 C

on
si

de
ri

ng
 t

he
 t

ot
al

 t
ra

ns
la

ti
on

s
T

 a
nd

 T
', 

w
e 

se
e 

fr
om

 F
ig

. 
3-

a 
th

at
 T

o 
=

 T
 –

 T
' a

nd
, 

fu
rt

he
r,

 t
ha

t  
T

o 
=

 2
ld

,
so

 th
at

 th
e 

co
nd

iti
on

 f
or

 f
ir

st
 s

el
f-

an
ni

hi
la

tio
n 

is
 w

ri
tte

n:

2l
d 

+ 
T

' o 
= 

0.
(4

)

In
 p

ro
je

ct
io

n 
al

on
g 

th
e 

sl
ip

 p
la

ne
 n

or
m

al
, w

e 
ha

ve
 T

o.
n 

= 
0

, o
r:

 hu
L x

+ 
kv

L x
 +

 lw
L

x 
= 

0
(5

)

In
 t

hi
s 

ex
pr

es
si

on
, 

th
e 

un
kn

ow
s 

ar
e 

th
e 

nu
m

be
rs

 o
f 

bo
un

da
ry

 c
ro

ss
in

gs
 u

, v
an

d 
w

. 
L

in
ea

r 
eq

ua
ti

on
s,

 o
f 

w
hi

ch
 t

he
 s

ol
ut

io
ns

 s
ea

rc
he

d 
fo

r 
ar

e 
in

te
ge

r
nu

m
be

rs
, l

ik
e 

E
q.

 (
5)

, a
re

 k
no

w
n 

un
de

r 
th

e 
na

m
e 

of
 f

ir
st

-d
eg

re
e 

D
io

ph
an

ti
ne

eq
ua

ti
on

s 
(a

ft
er

 D
io

ph
an

te
s 

of
 A

le
xa

nd
ri

a,
 c

f.
 B

as
hm

ak
ov

a 
19

97
);

 t
he

ir
so

lu
ti

on
s 

ca
n 

be
 o

bt
ai

ne
d 

w
it

h 
th

e 
he

lp
 o

f 
va

ri
ou

s 
al

go
ri

th
m

s.
 T

he
 f

ir
st

 s
el

f-
an

ni
hi

la
ti

on
 c

or
re

sp
on

ds
 t

o 
th

e 
se

t 
of

 i
nt

eg
er

s 
(u

, 
v,

 w
) 

le
ad

in
g 

to
 t

he
tr

an
sl

at
io

n 
ve

ct
or

 b
et

w
ee

n 
su

pe
rc

el
l 

or
ig

in
s 

of
 s

m
al

le
st

 m
ag

ni
tu

de
, 

T
o.

 T
he

se
lf

-a
nn

ih
ila

tio
n 

di
am

et
er

 is
 th

en
 o

bt
ai

ne
d 

fr
om

  E
q.

 (
4)

:

    

†
 

2l
=

(u
L x

)2
+

(v
L y

)2
+

(w
L z

)2
(6

)
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K
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C
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N
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D
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G
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E
M

A
R

K
S

T
he

 s
el

f-
an

ni
hi

la
ti

on
 o

f 
di

sl
oc

at
io

n 
li

ne
s 

ca
us

ed
 b

y 
th

e 
us

e 
of

 P
B

C
s 

is
 a

n
ar

tif
ac

t 
th

at
 c

an
 b

e 
tu

rn
ed

 i
nt

o 
an

 a
dv

an
ta

ge
. I

nd
ee

d,
 t

he
 m

et
ho

ds
 o

ut
lin

ed
 i

n
th

e 
pr

es
en

t 
w

or
k 

al
lo

w
 s

et
ti

ng
 t

he
 v

al
ue

s 
of

 t
he

 s
el

f-
an

ni
hi

la
ti

on
 d

is
ta

nc
es

an
d,

 i
n 

th
e 

sa
m

e 
ti

m
e,

 m
ak

in
g 

su
re

 t
ha

t 
th

e 
ef

fe
ct

iv
e 

di
sl

oc
at

io
n 

m
ea

n-
fr

ee
pa

th
s 

ar
e 

co
nf

or
m

 t
o 

ph
ys

ic
al

 e
xp

ec
ta

ti
on

s.
 T

hi
s 

la
st

 l
en

gt
h 

sc
al

e 
ha

s 
a

st
ro

ng
 i

nf
lu

en
ce

 o
n 

th
e 

de
ve

lo
pm

en
t 

of
 d

is
lo

ca
ti

on
 m

ic
ro

st
ru

ct
ur

es
 a

nd
 i

ts
co

nt
ro

l a
llo

w
s 

dr
aw

in
g 

qu
an

tit
at

iv
e 

es
tim

at
es

 f
ro

m
 D

D
 s

im
ul

at
io

ns
3,

7 .
T

he
 t

w
o 

si
tu

at
io

ns
 c

on
si

de
re

d 
he

re
, 

th
os

e 
of

 i
so

tr
op

ic
 a

nd
 a

ni
so

tr
op

ic
lo

op
s 

co
ve

r 
m

os
t 

of
 t

he
 c

as
es

 o
f 

pr
ac

ti
ca

l 
in

te
re

st
. 

T
o 

av
oi

d 
se

ve
re

 a
rt

if
ac

ts
oc

cu
rr

in
g 

w
it

h 
pa

rt
ic

ul
ar

 s
li

p 
ge

om
et

ri
es

, 
tw

o 
m

et
ho

ds
 a

re
 p

ro
po

se
d 

th
at

co
ns

is
t 

in
 m

od
if

yi
ng

 t
he

 p
er

io
di

c 
ar

ra
ng

em
en

t 
of

 t
he

 s
im

ul
at

io
n 

ce
ll

s.
 T

he
se

m
et

ho
ds

 c
an

 b
e 

im
pl

em
en

te
d 

in
 a

ny
 D

D
 s

im
ul

at
io

n,
 d

is
cr

et
iz

ed
 o

r 
no

t. 
T

he
se

lf
-i

nt
er

ac
ti

on
 d

is
ta

nc
es

 o
f 

di
sl

oc
at

io
ns

 a
re

 p
re

sc
ri

be
d 

th
ro

ug
h 

a 
ch

oi
ce

 o
f

th
e 

di
m

en
si

on
s 

of
 a

n 
or

th
or

ho
m

bi
c 

si
m

ul
at

io
n 

ce
ll

 b
as

ed
 o

n 
a 

qu
an

ti
ta

ti
ve

an
al

ys
is

. 
T

o 
be

 i
m

pl
em

en
te

d,
 t

he
 l

at
te

r 
on

ly
 i

nv
ol

ve
s 

th
e 

re
qu

ir
em

en
t 

th
at

th
e 

sl
ip

 p
la

ne
s 

av
ai

la
bl

e 
to

 t
he

 m
ov

in
g 

di
sl

oc
at

io
ns

 b
e 

lo
ca

te
d 

on
 a

 s
et

 o
f

eq
ui

di
st

an
t h

ei
gh

ts
 in

 th
e 

si
m

ul
at

io
n 

ce
ll.
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e,

 B
., 

K
ub

in
, L

.P
. 2

00
2,

 S
cr

ip
ta

 M
at

er
. 4

7:
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9.

O
N

 T
H

E
 U

SE
 O

F
 P

E
R

IO
D

IC
 B

O
U

N
D

A
R

Y 
C

O
N

D
IT

IO
N

S 
IN

D
IS

LO
C

A
TI

O
N

 D
YN

A
M

IC
S 

SI
M

U
LA

TI
O

N
S

9

    

†
 

v
=

u
L x

d y
L y

d x
;

w
=

u
L x

d z
L z

d x
.

(9
)

T
hi

s 
eq

ua
ti

on
 h

as
 a

n 
in

fi
ni

te
 n

um
be

r 
of

 s
ol

ut
io

ns
. 

T
he

 f
ir

st
 s

el
f-

an
ni

hi
la

ti
on

 i
s 

ob
ta

in
ed

 t
hr

ou
gh

 t
he

 a
dd

it
io

na
l 

co
nd

it
io

n 
th

at
 i

t 
co

rr
es

po
nd

s
to

 t
he

 t
ot

al
 t

ra
ns

la
ti

on
 v

ec
to

r 
T

 o
f 

sm
al

le
st

 m
ag

ni
tu

de
, 

i.e
., 

to
 t

he
 s

m
al

le
st

di
st

an
ce

 b
et

w
ee

n 
ce

ll 
or

ig
in

s.
 T

he
 s

el
f-

an
ni

hi
la

tio
n 

ra
di

us
 i

s 
th

en
 d

et
er

m
in

ed
fr

om
 th

e 
le

ft
-h

an
d 

si
de

 o
f 

E
q.

 (
8)

.

3.
5 

Im
pl

em
en

ta
ti

on

In
 p

ra
ct

ic
e,

 s
ev

er
al

 c
on

di
ti

on
s 

ar
e 

in
it

ia
ll

y 
pr

es
cr

ib
ed

. 
T

he
 a

ve
ra

ge
di

m
en

si
on

 o
f 

th
e 

pr
im

ar
y 

ce
ll

 s
ho

ul
d 

be
 l

ar
ge

 w
it

h 
re

sp
ec

t 
to

 t
he

 t
yp

ic
al

le
ng

th
 s

ca
le

 o
f 

in
te

re
st

, f
or

 i
ns

ta
nc

e 
an

 a
ve

ra
ge

 d
is

ta
nc

e 
be

tw
ee

n 
di

sl
oc

at
io

ns
or

 t
he

 d
ia

m
et

er
 o

f 
a 

di
sl

oc
at

io
n 

ce
ll

. 
T

hi
s 

le
ad

s 
to

 a
ve

ra
ge

 d
im

en
si

on
s 

of
ty

pi
ca

ll
y 

10
 m

m
 f

or
 s

ta
nd

ar
d 

m
as

s 
si

m
ul

at
io

ns
. 

T
he

 v
al

ue
 o

f 
th

e 
se

lf
-

an
ni

hi
la

ti
on

 r
ad

iu
s 

is
 t

he
n 

pr
es

cr
ib

ed
 a

cc
or

di
ng

 t
o 

th
e 

ph
ys

ic
al

 s
it

ua
ti

on
co

ns
id

er
ed

. 
T

he
 o

rt
ho

rh
om

bi
c 

ce
ll

 s
ho

ul
d 

no
t 

be
 t

oo
 m

uc
h 

di
st

or
te

d 
w

it
h

re
sp

ec
t 

to
 t

he
 c

ub
ic

 s
ha

pe
, 

so
 t

ha
t 

al
l 

cr
ys

ta
ll

og
ra

ph
ic

al
ly

 e
qu

iv
al

en
t 

ac
ti

ve
sl

ip
 p

la
ne

s 
ha

ve
 e

qu
al

 w
ei

gh
t 

in
 t

he
 s

im
ul

at
io

n.
 T

he
 c

el
l 

di
m

en
si

on
s 

sh
ou

ld
th

en
 b

e 
pr

op
or

ti
on

al
 t

o 
a 

se
t 

of
 t

hr
ee

 i
nc

om
m

en
su

ra
te

 n
um

be
rs

 c
en

te
re

d
ar

ou
nd

 a
n 

av
er

ag
e 

va
lu

e.
In

 t
he

 a
ni

so
tr

op
ic

 c
as

e,
 s

ev
er

al
 p

os
si

bl
e 

so
lu

ti
on

s 
ca

n 
be

 o
bt

ai
ne

d 
di

re
ct

ly
fr

om
 E

qs
. 

(8
) 

an
d 

(9
).

 I
n 

th
e 

is
ot

ro
pi

c 
ca

se
, 

T
he

 c
ou

pl
ed

 e
qu

at
io

ns
 (

5)
 a

nd
(6

) 
ar

e 
so

lv
ed

 n
um

er
ic

al
ly

, 
w

hi
ch

 a
ls

o 
le

ad
s 

to
 s

ev
er

al
 p

os
si

bl
e 

so
lu

ti
on

s.
T

he
 c

on
di

ti
on

 t
ha

t 
th

e 
su

pe
rc

el
ls

 h
av

e 
is

ot
ro

pi
c 

sh
ap

es
 e

ns
ur

es
 t

ha
t 

al
l

eq
ui

va
le

nt
 s

li
p 

pl
an

es
 o

f 
a 

sa
m

e 
fa

m
il

y 
ha

ve
 c

om
pa

ra
bl

e 
se

lf
-a

nn
ih

il
at

io
n

ra
di

i. 
It

 is
 u

se
d 

to
 s

el
ec

t t
he

 o
pt

im
al

 s
ol

ut
io

n.
Se

ve
ra

l 
si

tu
at

io
ns

 r
el

at
ed

 t
o 

se
lf

-a
nn

ih
il

at
io

n 
ca

n 
al

so
 b

e 
tr

ea
te

d 
vi

a 
fi

rs
t-

or
de

r 
D

io
ph

an
ti

ne
 e

qu
at

io
ns

. 
T

hi
s 

in
cl

ud
es

, 
in

 p
ar

ti
cu

la
r,

 t
he

 f
or

m
at

io
n 

of
di

po
le

s 
w

it
h 

sm
al

l 
he

ig
ht

s,
 

w
hi

ch
 

ca
n 

be
 

tr
ou

bl
es

om
e 

du
ri

ng
 

m
od

el
si

m
ul

at
io

ns
 w

it
h 

sm
al

l 
in

it
ia

l 
di

sl
oc

at
io

n 
de

ns
it

ie
s.

 T
he

 c
on

di
ti

on
 f

or
 s

el
f-

an
ni

hi
la

tio
n 

is
 t

he
n 

re
pl

ac
ed

 b
y 

th
e 

co
nd

iti
on

 t
ha

t 
se

lf
-i

nt
er

ac
tio

n 
oc

cu
rs

 i
n 

a
ce

ll 
w

he
re

 th
e 

in
te

ra
ct

in
g 

se
gm

en
ts

 h
av

e 
ne

ar
es

t-
ne

ig
hb

or
in

g 
in

de
xe

s.
F

in
al

ly
, 

th
es

e 
so

lu
ti

on
s 

ca
n 

ea
si

ly
 b

e 
ex

te
nd

ed
 t

o 
th

e 
pa

rt
ic

ul
ar

 s
li

p
ge

om
et

ri
es

 w
he

re
 o

ne
 h

as
 t

o 
us

e 
sh

if
ts

 a
nd

 r
ot

at
io

ns
 t

o 
av

oi
d 

pr
em

at
ur

e 
se

lf
-

an
ni

hi
la

ti
on

 (
se

ct
io

n 
2.

2)
. 

R
ot

at
io

ns
 o

f 
th

e 
cr

ys
ta

ll
og

ra
ph

ic
 l

at
ti

ce
 a

re
 c

ar
ed

of
 b

y 
ca

rr
yi

ng
 o

ut
 c

al
cu

la
ti

on
s 

in
 t

he
 r

ot
at

ed
 l

at
ti

ce
. 

S
hi

ft
s 

ap
pl

ie
d 

to
 t

he
bo

un
da

ri
es

 a
re

 a
cc

ou
nt

ed
 f

or
 b

y 
re

pl
ac

in
g 

th
e 

m
od

ul
o 

tr
an

sl
at

io
ns

 L
i 

by
tr

an
sl

at
io

ns
 (

L
i+

d i
j,)

 in
co

rp
or

at
in

g 
th

e 
sh

if
t o

n 
th

e 
fa

ce
 i.



im
pr

ov
ed

 d
es

cr
ip

ti
on

 o
f 

th
e 

di
sl

oc
at

io
n 

lin
es

. T
hi

s 
al

lo
w

s 
on

e 
to

 tr
ea

t d
is

lo
ca

ti
on

 r
ea

ct
io

ns
 in

 a
 

ve
ry

 p
re

ci
se

, p
ar

am
et

er
-f

re
e,

 m
an

ne
r 

by
 in

co
rp

or
at

in
g 

th
e 

di
re

ct
io

ns
 o

f 
di

sl
oc

at
io

n 
re

ac
ti

on
s 

in
 

th
e 

el
em

en
ta

ry
 b

as
e 

of
 v

ec
to

rs
 o

f 
th

e 
si

m
ul

at
io

n 
[1

9,
 2

0]
. W

e 
fo

cu
s 

he
re

 o
n 

th
e 

pr
oc

ed
ur

e 
fo

r 
pr

od
uc

in
g 

th
e 

in
te

rs
ec

ti
on

 m
ap

pi
ng

s 
sh

ow
n 

in
 th

e 
ne

xt
 p

ar
ts

. 
   

O
pt

im
iz

ed
 D

is
cr

et
iz

at
io

n 
of

 t
he

 D
is

lo
ca

ti
on

 L
in

es
 

 Fi
gu

re
 1

 il
lu

st
ra

te
s,

 th
ro

ug
h 

th
e 

ex
am

pl
e 

of
 F

ra
nk

-R
ea

d 
so

ur
ce

s 
in

 f
cc

 a
nd

 b
cc

 c
ry

st
al

s,
 h

ow
 

th
e 

di
sc

re
ti

za
tio

n 
of

 th
e 

di
sl

oc
at

io
n 

lin
es

 in
 th

e 
D

D
 s

im
ul

at
io

n 
ca

n 
be

 a
da

pt
ed

 to
 d

if
fe

re
nt

 
cr

ys
ta

llo
gr

ap
hi

c 
st

ru
ct

ur
es

. A
n 

ex
te

ns
io

n 
to

 th
e 

tr
ea

tm
en

t o
f 

pr
is

m
at

ic
 a

nd
 f

ir
st

-o
rd

er
 p

yr
am

id
al

 
sl

ip
 in

 h
cp

 c
ry

st
al

s 
w

ill
 b

e 
de

sc
ri

be
d 

in
 a

 s
ep

ar
at

e 
pu

bl
ic

at
io

n 
(M

on
ne

t e
t a

l.,
 to

 b
e 

pu
bl

is
he

d)
.  

 

 
 F

ig
ur

e 
1.

 F
ra

nk
-R

ea
d 

so
ur

ce
s 

ex
pa

nd
in

g 
un

de
r 

st
re

ss
 in

 th
ei

r 
sl

ip
 p

la
ne

s 
in

 th
e 

ab
se

nc
e 

of
 la

tt
ic

e 
fr

ic
ti

on
. T

he
 s

ou
rc

e 
se

gm
en

ts
 a

re
 o

f 
ed

ge
 c

ha
ra

ct
er

 a
nd

 o
f 

le
ng

th
 4

 µ
m

. T
he

 d
et

ai
l o

f 
th

e 
lo

op
s 

sh
ap

es
 is

 m
os

tly
 d

et
er

m
in

ed
 b

y 
th

e 
lo

ad
in

g 
co

nd
iti

on
s.

 (
a)

 -
  1

/2
  [1

1 
0]

(1
11

) 
sl

ip
 in

 a
 f

cc
 c

ry
st

al
 

(C
u)

.  
(b

) 
– 

1/
2[

11
1]

  (1
1 2

 ) 
sl

ip
 in

 b
cc

 T
a.

 T
he

 <
02

1>
 d

ir
ec

ti
on

s 
ar

e 
th

os
e 

ob
ta

in
ed

 b
y 

re
ac

ti
on

 o
f 

th
e 

sl
ip

 s
ys

te
m

s 
[1

11
]  

 (1
1 2

 ) 
an

d 
  [1

1 
1 ]

  (1
1 

2)
.  

  
In

 th
e 

fc
c 

st
ru

ct
ur

e 
(F

ig
. 1

-a
),

 th
e 

gl
id

e 
lo

op
s 

ar
e 

de
sc

ri
be

d 
us

in
g 

a 
ba

se
 o

f 
8 

lin
e 

di
re

ct
io

ns
 

pe
r 

sl
ip

 p
la

ne
, n

am
el

y 
th

e 
ed

ge
, s

cr
ew

, π
/3

 a
nd

 2
π/

3 
di

re
ct

io
ns

 w
it

h 
th

ei
r 

tw
o 

si
gn

s.
 I

n 
th

e 
bc

c 
st

ru
ct

ur
e,

 6
 li

ne
 d

ir
ec

tio
ns

 p
er

 s
lip

 p
la

ne
 (

tw
o 

sc
re

w
 a

nd
 f

ou
r 

m
ix

ed
) 

ar
e 

su
ff

ic
ie

nt
 if

 o
nl

y 
{1

10
} 

sl
ip

 is
 a

cc
ou

nt
ed

 f
or

. I
n 

or
de

r 
to

 tr
ea

t a
ll 

th
e 

ju
nc

tio
n 

fo
rm

ed
 b

y 
di

sl
oc

at
io

ns
 g

lid
in

g 
in

 {
11

0}
 

an
d 

{1
12

} 
pl

an
es

, 1
2 

an
d 

20
 li

ne
s 

di
re

ct
io

ns
 a

re
 n

ee
de

d 
in

 {
11

0}
 a

nd
 {

11
2}

 p
la

ne
s,

 r
es

pe
ct

iv
el

y.
 

T
he

 <
02

1>
 d

ir
ec

tio
ns

 s
ho

w
n 

in
 F

ig
. 1

-b
 a

re
 th

os
e 

ob
ta

in
ed

 b
y 

re
ac

ti
on

 o
f 

th
e 

sl
ip

 s
ys

te
m

s 
1/

2[
11

1]
  (1

1 2
 ) 

an
d 

1/
2  

 [1
1 

1 ]
  (1

1 
2)

.  
 

 M
ap

pi
ng

s 
of

 D
is

lo
ca

ti
on

 R
ea

ct
io

ns
 

 W
e 

co
ns

id
er

 th
e 

tw
o 

sl
ip

 s
ys

te
m

s 
(1

) 
an

d 
(2

) 
de

fi
ne

d 
by

 th
ei

r 
B

ur
ge

rs
 v

ec
to

rs
 b

i (
 i 

= 
1,

 2
) 

an
d 

th
ei

r 
sl

ip
 p

la
ne

 n
or

m
al

 n
i. 

A
lo

ng
 th

e 
in

te
rs

ec
ti

on
 o

f 
th

e 
tw

o 
sl

ip
 p

la
ne

s,
 w

he
re

 ju
nc

tio
ns

 
po

te
nt

ia
lly

 f
or

m
, a

 r
ef

er
en

ce
 d

ir
ec

ti
on

 is
 c

ho
se

n,
   l j

. T
he

 in
te

ra
ct

in
g 

se
gm

en
ts

, e
ac

h 
in

 o
ne

 s
lip

 

D
is

lo
ca

ti
on

 I
nt

er
se

ct
io

ns
 a

nd
 R

ea
ct

io
ns

 in
 F

C
C

 a
nd

 B
C

C
 C

ry
st

al
s 

  L
ad

is
la

s 
P.

 K
ub

in
, R

on
an

 M
ad

ec
1  a

nd
 B

en
oi

t D
ev

in
cr

e 
   

L
ab

or
at

oi
re

 d
'E

tu
de

 d
es

 m
ic

ro
st

ru
ct

ur
es

, C
N

R
S-

O
N

E
R

A
,  

29
 A

v.
 d

e 
la

 D
iv

is
io

n 
L

ec
le

rc
, B

P 
72

, 9
23

22
 C

ha
ti

llo
n 

C
ed

ex
, F

ra
nc

e 
1 N

ow
 a

t: 
D

PT
A

, C
om

m
is

sa
ri

at
 à

 l'
E

ne
rg

ie
 A

to
m

iq
ue

, B
P1

2,
 9

16
80

 B
ru

yè
re

s-
le

-C
hâ

te
l, 

Fr
an

ce
 

 A
B

ST
R

A
C

T
 

 
T

he
 v

ar
io

us
 ty

pe
s 

of
 c

on
fi

gu
ra

tio
ns

 f
or

m
ed

 in
 f

ac
e-

ce
nt

er
ed

 c
ub

ic
 (

fc
c)

 a
nd

 b
od

y-
ce

nt
er

ed
 

cu
bi

c 
(b

cc
) 

st
ru

ct
ur

es
 b

y 
tw

o 
in

te
ra

ct
in

g,
 n

on
-c

op
la

na
r,

 d
is

lo
ca

ti
on

 s
eg

m
en

ts
 o

f 
va

ri
ou

s 
or

ie
nt

at
io

ns
 a

re
 e

xa
m

in
ed

 a
nd

 d
is

cu
ss

ed
. T

he
 f

oc
us

 is
 o

n 
ju

nc
ti

on
 f

or
m

at
io

n 
an

d 
on

 a
 p

ar
tic

ul
ar

 
in

te
ra

ct
io

n,
 th

e 
co

lli
ne

ar
 in

te
ra

ct
io

n,
 w

hi
ch

 d
es

er
ve

s 
m

uc
h 

m
or

e 
at

te
nt

io
n 

th
an

 p
ai

d 
up

 to
 n

ow
.  

  IN
T

R
O

D
U

C
T

IO
N

 
 

A
s 

fi
rs

t s
ta

te
d 

by
 T

ay
lo

r 
[1

],
 s

tr
ai

n 
ha

rd
en

in
g 

in
 c

ry
st

al
s 

st
em

s 
fr

om
 d

is
lo

ca
ti

on
 in

te
ra

ct
io

ns
. 

W
it

hi
n 

th
e 

w
id

el
y 

ac
ce

pt
ed

 "
fo

re
st

 m
od

el
" 

[2
, 3

],
 th

e 
fo

rm
at

io
n 

an
d 

th
e 

de
st

ru
ct

io
n 

of
 ju

nc
ti

on
s 

or
 lo

ck
s 

pr
od

uc
ed

 b
y 

at
tr

ac
ti

ve
 in

te
ra

ct
io

ns
 b

et
w

ee
n 

no
n-

co
pl

an
ar

 d
is

lo
ca

tio
ns

 c
on

tr
ib

ut
e 

to
 m

os
t 

of
 th

e 
fl

ow
 s

tr
es

s 
in

 c
on

di
ti

on
s 

of
 m

ul
tip

le
 s

lip
. T

he
 s

ta
bi

lit
y 

of
 ju

nc
tio

ns
 is

 g
ov

er
ne

d 
by

 s
el

f-
en

er
gi

es
, w

hi
ch

 a
re

 m
ai

nl
y 

el
as

ti
c 

in
 n

at
ur

e 
si

nc
e 

th
e 

co
nt

ri
bu

tio
n 

of
 th

e 
di

sl
oc

at
io

n 
co

re
s 

is
 

co
m

pa
ra

tiv
el

y 
ne

gl
ig

ib
le

. T
hi

s 
al

lo
w

ed
 p

er
fo

rm
in

g 
st

ud
ie

s 
on

 p
ar

tic
ul

ar
 ju

nc
ti

on
 c

on
fi

gu
ra

tio
ns

 
in

 s
ev

er
al

 s
im

pl
e 

cr
ys

ta
l s

tr
uc

tu
re

s,
 f

cc
 [

4,
 5

],
 s

ee
 a

ls
o 

[6
],

 b
cc

 [
7,

 8
] 

an
d 

he
xa

go
na

l c
lo

se
-p

ac
ke

d 
[9

].
 M

or
e 

re
ce

nt
 s

tu
di

es
 o

f 
in

di
vi

du
al

 ju
nc

ti
on

 c
on

fi
gu

ra
ti

on
s 

at
 th

e 
at

om
ic

 s
ca

le
 [

10
, 1

1]
 a

nd
 a

t 
th

e 
m

es
os

co
pi

c 
sc

al
e 

[1
2-

15
] 

ha
ve

 c
on

fi
rm

ed
 th

e 
va

lid
ity

 o
f 

su
ch

 e
la

st
ic

 a
pp

ro
ac

he
s.

 A
t t

he
 

m
es

os
ca

le
, h

ow
ev

er
, a

na
ly

ti
ca

l e
la

st
ic

 c
al

cu
la

tio
ns

 c
an

no
t f

ul
ly

 a
cc

ou
nt

 f
or

 th
e 

m
ut

ua
l 

di
st

or
ti

on
s 

of
 in

te
ra

ct
in

g 
di

sl
oc

at
io

ns
 li

ne
s.

 T
hi

s 
is

 w
hy

 d
is

lo
ca

ti
on

 d
yn

am
ic

s 
(D

D
) 

si
m

ul
at

io
ns

 
ar

e 
pa

rt
ic

ul
ar

ly
 s

ui
te

d 
fo

r 
a 

m
or

e 
pr

ec
is

e 
tr

ea
tm

en
t o

f 
su

ch
 p

ro
bl

em
s.

 
T

he
 a

im
 o

f 
th

e 
pr

es
en

t s
tu

dy
 is

 to
 p

ro
vi

de
 a

 g
lo

ba
l i

ns
ig

ht
 in

to
 th

e 
in

te
ra

ct
io

ns
 a

nd
 r

ea
ct

io
ns

 
of

 tw
o 

di
sl

oc
at

io
n 

se
gm

en
ts

 in
 f

cc
 a

nd
 b

cc
 c

ry
st

al
s,

 s
tr

es
si

ng
 th

ei
r 

de
pe

nd
en

ce
 o

n 
th

e 
in

iti
al

 
or

ie
nt

at
io

n 
of

 th
e 

lin
es

. S
om

e 
as

pe
ct

s 
of

 th
e 

si
m

ul
at

io
n 

te
ch

ni
qu

e 
us

ed
 in

 th
e 

pr
es

en
t s

tu
dy

 a
re

 
su

m
m

ar
iz

ed
. M

ap
pi

ng
s 

of
 d

is
lo

ca
tio

n 
re

ac
ti

on
s 

ar
e 

th
en

 p
re

se
nt

ed
 a

nd
 d

is
cu

ss
ed

, w
it

h 
em

ph
as

is
 

on
 a

n 
in

te
rs

ec
ti

on
 p

ro
ce

ss
 w

hi
ch

 h
as

 b
ee

n 
la

rg
el

y 
ig

no
re

d 
up

 to
 n

ow
 a

nd
 h

as
 r

ec
en

tly
 b

e 
fo

un
d 

to
 

be
 o

f 
pr

om
in

en
t i

m
po

rt
an

ce
, t

he
 c

ol
lin

ea
r 

in
te

ra
ct

io
n.

 C
on

cl
ud

in
g 

re
m

ar
ks

 a
re

 f
in

al
ly

 p
re

se
nt

ed
. 

  
M

E
T

H
O

D
O

L
O

G
Y

 
 U

se
 is

 m
ad

e 
of

 a
 D

D
 s

im
ul

at
io

n,
 in

 w
hi

ch
 s

eg
m

en
ts

 w
it

h 
a 

fi
ni

te
 s

et
 o

f 
or

ie
nt

at
io

ns
 a

re
 

em
be

dd
ed

 in
to

 a
n 

el
as

tic
 m

ed
iu

m
 a

nd
 m

ov
e 

by
 d

is
cr

et
e 

tr
an

sl
at

io
ns

 in
 a

n 
un

de
rl

yi
ng

 m
es

os
co

pi
c 

la
tt

ic
e 

w
it

h 
sa

m
e 

sy
m

m
et

ry
 e

le
m

en
ts

 a
s 

th
e 

co
ns

id
er

ed
 c

ry
st

al
. A

n 
ea

rl
y 

ve
rs

io
n 

of
 th

is
 

si
m

ul
at

io
n,

 in
 w

hi
ch

 c
on

tin
uo

us
 d

is
lo

ca
tio

n 
sh

ap
es

 w
er

e 
di

sc
re

ti
ze

d 
in

to
 e

dg
e 

an
d 

sc
re

w
 

se
gm

en
ts

, h
as

 b
ee

n 
de

sc
ri

be
d 

is
 s

om
e 

de
ta

il 
[1

6,
 1

7]
. T

he
 u

pd
at

ed
 v

er
si

on
 u

se
d 

in
 th

e 
pr

es
en

t 
w

or
k 

is
 b

as
ed

 o
n 

th
e 

sa
m

e 
pr

in
ci

pl
es

, w
hi

ch
 a

re
 d

is
cu

ss
ed

 in
 [

15
, 1

8]
, b

ut
 m

ak
es

 u
se

 o
f 

an
 



in
fi

ni
te

 d
is

lo
ca

tio
n 

lin
es

. I
n 

th
e 

in
iti

al
 s

ta
te

, t
he

 m
id

po
in

ts
 o

f 
th

e 
tw

o 
se

gm
en

ts
 a

re
 p

la
ce

d 
at

 a
n 

ap
pr

oa
ch

 d
is

ta
nc

e 
of

   d
≈

l i
/1

00
. T

he
n,

 th
e 

tw
o 

se
gm

en
ts

 a
re

 le
t t

o 
re

la
x 

an
d 

re
ac

h 
an

 
eq

ui
lib

ri
um

 c
on

fi
gu

ra
tio

n 
su

ch
 th

at
 th

e 
Pe

ac
h-

K
oe

hl
er

 f
or

ce
 o

n 
ea

ch
 d

is
cr

et
iz

ed
 s

eg
m

en
t 

de
sc

ri
bi

ng
 th

e 
lin

es
 is

 e
qu

al
 to

 z
er

o.
 T

o 
sp

ee
d 

up
 r

el
ax

at
io

n,
 th

e 
st

re
ss

 v
s.

 v
el

oc
it

y 
la

w
 is

 in
 a

ll 
ca

se
s 

th
e 

on
e 

de
fi

ne
d 

fo
r 

fc
c 

cr
ys

ta
ls

, w
hi

ch
 e

nt
ai

ls
 h

ig
h 

di
sl

oc
at

io
n 

m
ob

ili
ty

. I
so

tr
op

ic
 e

la
st

ic
it

y 
is

 u
se

d 
th

ro
ug

ho
ut

 th
e 

pr
es

en
t w

or
k.

 T
he

 s
im

ul
at

ed
 m

od
el

 m
at

er
ia

ls
 a

re
 d

ef
in

ed
 b

y 
th

ei
r 

B
ur

ge
rs

 
ve

ct
or

, P
oi

ss
on

's
 r

at
io

, ν
, a

nd
 is

ot
ro

pi
c 

sh
ea

r 
m

od
ul

us
, µ

. T
he

 v
al

ue
s 

us
ed

 a
re

 b
 =

 0
.2

56
 n

m
, ν

 =
 

0.
34

7 
an

d 
µ 

 =
 4

2 
G

Pa
 f

or
 f

cc
 c

ry
st

al
s 

an
d 

b 
=

 0
.2

86
 n

m
, ν

 =
 0

.3
3 

an
d 

µ 
=

 6
8.

5 
G

Pa
 f

or
 b

cc
 

cr
ys

ta
ls

. H
ow

ev
er

, w
it

hi
n 

th
e 

re
st

ri
ct

io
n 

of
 is

ot
ro

pi
c 

el
as

ti
ci

ty
, a

ll 
th

e 
m

ap
pi

ng
s 

pr
es

en
te

d 
in

 th
e 

ne
xt

 s
ec

ti
on

s 
ar

e 
ge

ne
ri

c 
an

d 
ap

pl
y 

to
 a

ll 
m

at
er

ia
ls

 o
f 

sa
m

e 
cr

ys
ta

llo
gr

ap
hi

c 
st

ru
ct

ur
e.

 T
he

 r
ea

so
n 

is
 th

at
 w

ith
in

 th
e 

pr
es

en
t c

on
te

xt
, t

he
 c

on
fi

gu
ra

tio
ns

 in
ve

st
ig

at
ed

 d
ep

en
d 

on
 e

la
st

ic
 in

te
ra

ct
io

n 
an

d 
lin

e 
te

ns
io

n 
fo

rc
es

 th
at

 s
ca

le
 w

it
h 

th
e 

pr
od

uc
t µ

b.
 C

ha
ng

es
 in

 th
e 

Po
is

so
n'

s 
co

ef
fi

ci
en

t f
ro

m
 

on
e 

m
at

er
ia

l t
o 

th
e 

ot
he

r 
in

du
ce

 o
nl

y 
m

in
or

 m
od

if
ic

at
io

ns
.  

T
he

 b
ou

nd
ar

y 
co

nd
iti

on
s 

of
 t

he
 s

im
ul

at
io

ns
 a

re
 c

ho
se

n 
in

 o
rd

er
 t

o 
in

ve
st

ig
at

e 
th

e 
pr

op
er

ti
es

 
of

 t
w

o 
is

ol
at

ed
 d

is
lo

ca
tio

ns
 e

m
be

dd
ed

 i
nt

o 
an

 i
nf

in
it

e 
el

as
ti

c 
m

ed
iu

m
. 

T
hi

s 
co

nf
ig

ur
at

io
n 

ca
n 

ea
si

ly
 b

e 
ob

ta
in

ed
 w

it
h 

th
e 

he
lp

 o
f 

pe
ri

od
ic

 b
ou

nd
ar

y 
co

nd
iti

on
s 

in
 a

 r
ef

er
en

ce
 c

el
l 

at
 l

ea
st

 t
w

o 
ti

m
es

 
la

rg
er

 
th

an
 

th
e 

in
iti

al
 

le
ng

th
 

of
 

th
e 

di
sl

oc
at

io
n 

lin
es

. 
T

he
 

na
tu

re
 

of
 

th
e 

re
la

xe
d 

co
nf

ig
ur

at
io

n 
is

 id
en

tif
ie

d 
as

 f
ol

lo
w

s.
 I

f 
th

e 
tw

o 
di

sl
oc

at
io

n 
lin

es
 s

up
er

im
po

se
 e

ac
h 

ot
he

r 
ov

er
 a

 
fr

ac
ti

on
 o

f 
th

ei
r 

le
ng

th
, 

th
e 

fo
rm

at
io

n 
of

 a
 j

un
ct

io
n 

is
 s

ta
te

d.
 I

f 
th

e 
sh

or
te

st
 a

pp
ro

ac
h 

di
st

an
ce

 
be

tw
ee

n 
th

e 
di

sl
oc

at
io

ns
 h

as
 in

cr
ea

se
d 

af
te

r 
re

la
xa

ti
on

, t
he

 c
on

fi
gu

ra
tio

n 
is

 n
ec

es
sa

ri
ly

 r
ep

ul
si

ve
. 

A
ll 

th
e 

in
te

rm
ed

ia
te

 c
as

es
 n

ot
 a

cc
ou

nt
ed

 f
or

 b
y 

th
e 

ab
ov

e 
tw

o 
cr

it
er

ia
, 

ar
e 

co
ns

id
er

ed
 a

s 
cr

os
s-

st
at

es
. T
he

 o
ut

pu
t o

f 
th

e 
si

m
ul

at
io

ns
 is

 p
re

se
nt

ed
 f

or
 e

ac
h 

co
up

le
 o

f 
an

gl
es

 (
φ 1

, φ
2)

 in
 th

e 
fo

rm
 o

f 
a 

m
ap

pi
ng

 in
di

ca
tin

g 
th

e 
na

tu
re

 o
f 

th
e 

fi
na

l s
ta

te
, l

ik
e 

in
 p

re
vi

ou
s 

w
or

ks
 o

n 
bc

c 
m

et
al

s 
[7

, 1
2]

. T
he

 
pr

op
er

ti
es

 o
f 

ju
nc

tio
ns

, l
ik

e 
th

ei
r 

le
ng

th
 o

r 
cr

it
ic

al
 u

nz
ip

pi
ng

 s
tr

es
s,

 c
an

 b
e 

de
ri

ve
d 

ea
si

ly
 f

ro
m

 
th

es
e 

re
su

lts
 [

15
, 1

8]
, b

ut
 w

ill
 n

ot
 b

e 
re

po
rt

ed
 h

er
e 

in
 d

et
ai

l b
y 

la
ck

 o
f 

sp
ac

e.
  

  
C

om
pa

ri
so

n 
W

it
h 

E
la

st
ic

 C
al

cu
la

ti
on

s 
 T

w
o 

el
as

ti
c 

so
lu

ti
on

s,
 w

hi
ch

 d
er

iv
e 

fr
om

 s
im

pl
if

ie
d 

m
od

el
s,

 y
ie

ld
 b

ou
nd

ar
ie

s 
th

at
 a

re
 

su
pe

ri
m

po
se

d 
to

 th
e 

co
m

pu
te

d 
m

ap
pi

ng
s 

pr
es

en
te

d 
be

lo
w

. T
he

y 
ar

e 
ai

m
ed

 a
t p

ro
vi

di
ng

 a
 g

ui
de

 
an

d 
a 

ch
ec

k 
fr

om
 e

la
st

ic
 s

ol
ut

io
ns

 le
ss

 s
op

hi
st

ic
at

ed
 th

an
 th

os
e 

gi
ve

n 
by

 th
e 

si
m

ul
at

io
ns

. A
 f

ir
st

 
bo

un
da

ry
 is

 th
e 

lo
cu

s 
of

 th
e 

po
in

ts
 w

he
re

 ju
nc

ti
on

 f
or

m
at

io
n 

is
 n

eu
tr

al
, i

.e
., 

ne
ith

er
 f

av
or

ed
 n

or
 

fo
rb

id
de

n.
 T

hi
s 

cr
ite

ri
on

 c
an

 b
e 

ob
ta

in
ed

 e
ith

er
 b

y 
a 

co
nd

iti
on

 o
f 

lin
e 

en
er

gy
 m

in
im

iz
at

io
n 

or
 

eq
ui

va
le

nt
ly

 b
y 

th
e 

co
nd

iti
on

 o
f 

 li
ne

 te
ns

io
n 

eq
ui

lib
ri

um
 a

t t
he

 tr
ip

le
 n

od
es

. I
t i

s 
ca

lc
ul

at
ed

 f
or

 
st

ra
ig

ht
 s

eg
m

en
ts

, i
n 

is
ot

ro
pi

c 
el

as
ti

ci
ty

 a
nd

 w
it

h 
an

 o
ri

en
ta

tio
n-

de
pe

nd
en

t l
in

e 
te

ns
io

n 
th

at
 d

oe
s 

no
t i

nc
lu

de
 th

e 
us

ua
l l

og
ar

ith
m

ic
 te

rm
. T

he
 c

or
re

sp
on

di
ng

 e
xp

re
ss

io
n 

ca
n 

be
 d

er
iv

ed
 e

as
ily

 [
21

].
 

T
he

 s
ec

on
d 

bo
un

da
ry

  d
el

im
it

at
es

 th
e 

bo
rd

er
 b

et
w

ee
n 

in
iti

al
ly

 a
tt

ra
ct

iv
e 

an
d 

re
pu

ls
iv

e 
se

gm
en

ts
. 

It
 is

 c
al

cu
la

te
d 

fr
om

 th
e 

in
te

ra
ct

io
n 

fo
rc

e 
al

on
g 

th
e 

sh
or

te
st

 a
pp

ro
ac

h 
di

st
an

ce
 o

f 
tw

o 
ri

gi
d,

 
in

fi
ni

te
, l

in
es

. K
ro

up
a 

[2
2]

 g
av

e 
a 

si
m

pl
e 

so
lu

ti
on

 to
 th

is
 p

ro
bl

em
 (

se
e 

al
so

 [
23

])
. B

ot
h 

m
od

el
s 

as
su

m
e 

th
at

 th
e 

in
te

ra
ct

in
g 

se
gm

en
ts

 a
re

 r
ig

id
 b

ut
, a

s 
di

sc
us

se
d 

be
lo

w
 (

cf
. F

ig
. 4

),
 th

ey
 m

ay
 a

ls
o 

le
ad

 to
 o

pp
os

ite
 p

re
di

ct
io

ns
 r

eg
ar

di
ng

 th
e 

na
tu

re
 o

f 
th

e 
fi

na
l s

ta
te

. T
he

 c
om

pa
ri

so
n 

w
ith

 th
e 

si
m

ul
at

io
ns

 is
 n

ev
er

th
el

es
s 

us
ef

ul
 f

or
 th

e 
in

te
rp

re
ta

tio
n 

of
 th

e 
re

su
lts

.  
  

pl
an

e,
 h

av
e 

lin
e 

di
re

ct
io

n 
  l i

 (
i =

 1
, 2

).
 T

he
y 

ar
e 

in
iti

al
ly

 o
f 

sa
m

e 
le

ng
th

 a
nd

 in
te

rs
ec

t e
ac

h 
ot

he
r 

in
 th

ei
r 

m
id

po
in

ts
 (

Fi
g.

 2
),

 m
ak

in
g 

an
gl

es
 φ

1 
an

d 
φ 2

, r
es

pe
ct

iv
el

y,
 w

it
h 

re
sp

ec
t t

o 
  l j

. T
he

se
 a

ng
le

s 
ar

e 
m

ea
su

re
d 

in
 r

ef
er

en
ce

 f
ra

m
es

 s
uc

h 
th

at
   n

1
=

−b
1
×

l 1
 a

nd
   

 n 2
=

b 2
×

l 2
. W

ith
 th

is
 c

on
ve

nt
io

n,
 

tw
o 

di
sl

oc
at

io
n 

lin
es

 p
ar

al
le

l t
o 

  lj
, (

φ 1
 =

 φ
2 

=
 0

) 
an

d 
w

ith
 o

pp
os

ite
 B

ur
ge

rs
 v

ec
to

r 
ar

e 
at

tr
ac

tiv
e.

  
A

ft
er

 r
el

ax
at

io
n,

 th
re

e 
ty

pe
s 

of
 c

on
fi

gu
ra

tio
ns

 a
re

 o
bt

ai
ne

d,
 w

hi
ch

 a
re

 il
lu

st
ra

te
d 

in
 F

ig
. 2

. 
Fi

gs
. 2

-a
 a

nd
 2

-c
 s

ho
w

 tw
o 

co
nf

ig
ur

at
io

ns
 c

or
re

sp
on

di
ng

 to
 ju

nc
tio

n 
fo

rm
at

io
n 

an
d 

re
pu

ls
iv

e 
in

te
ra

ct
io

n,
 r

es
pe

ct
iv

el
y.

 A
 th

ir
d 

ty
pe

 o
f 

co
nf

ig
ur

at
io

n 
oc

cu
rs

, i
n 

w
hi

ch
 a

lth
ou

gh
 tw

o 
se

gm
en

ts
 

ar
e 

at
tr

ac
tiv

e,
 th

e 
fo

rm
at

io
n 

of
 a

 ju
nc

tio
n 

is
 n

ot
 o

bs
er

ve
d 

be
ca

us
e 

it 
is

 n
ot

 e
ne

rg
et

ic
al

ly
 f

av
or

ed
. 

A
n 

ex
am

pl
e 

of
 s

uc
h 

co
nf

ig
ur

at
io

n 
is

 s
ho

w
n 

in
 F

ig
. 2

-b
; i

t i
s 

ca
lle

d 
a 

cr
os

se
d-

st
at

e 
af

te
r 

W
ic

kh
am

 
et

 a
l. 

[1
2]

. T
he

 o
cc

ur
re

nc
e 

of
 c

ro
ss

ed
-s

ta
te

s 
ca

n 
be

 u
nd

er
st

oo
d 

fr
om

 a
 s

im
pl

e 
ge

om
et

ri
ca

l 
ar

gu
m

en
t g

iv
en

 b
y 

Fr
ie

de
l [

3]
. W

he
n 

a 
ju

nc
tio

n 
is

 f
or

m
ed

, e
qu

ili
br

iu
m

 a
t t

he
 tr

ip
le

 n
od

es
 

co
rr

es
po

nd
s 

to
 a

 c
er

ta
in

 a
ng

le
 b

et
w

ee
n 

th
e 

ar
m

s 
of

 th
e 

in
iti

al
 s

eg
m

en
ts

. T
hi

s 
an

gl
e 

is
 n

ec
es

sa
ri

ly
 

la
rg

er
 th

an
 it

s 
va

lu
e 

be
fo

re
 ju

nc
ti

on
 z

ip
pi

ng
 (

cf
. F

ig
. 2

-a
).

 T
hu

s,
 if

 th
e 

tw
o 

in
te

ra
ct

in
g 

se
gm

en
ts

 
in

iti
al

ly
 m

ak
e 

an
 a

ng
le

 la
rg

er
 th

an
 th

e 
eq

ui
lib

ri
um

 v
al

ue
, a

nd
 e

ve
n 

if
 th

ey
 a

re
 a

tt
ra

ct
iv

e,
 n

o 
lin

e 
te

ns
io

n 
eq

ui
lib

ri
um

 c
an

 b
e 

ac
hi

ev
ed

 a
nd

 n
o 

ju
nc

tio
n 

ca
n 

be
 f

or
m

ed
. A

 la
st

 ty
pe

 o
f 

co
nf

ig
ur

at
io

n 
co

ns
is

ts
 o

f 
a 

fe
w

 n
eu

tr
al

 s
ta

te
s 

th
at

 c
an

no
t b

e 
ch

ar
ac

te
ri

ze
d 

du
e 

to
 th

e 
to

o 
sm

al
l m

ag
ni

tu
de

 o
f 

th
e 

in
te

ra
ct

io
ns

. F
or

 th
e 

sa
ke

 o
f 

si
m

pl
ic

ity
, n

eu
tr

al
 s

ta
te

s 
an

d 
cr

os
se

d-
st

at
es

 a
re

 lu
m

pe
d 

in
to

 a
 

co
m

m
on

 c
at

eg
or

y 
of

 w
ea

k 
ob

st
ac

le
s.

  
 

 
 

F
ig

ur
e 

2.
 T

hr
ee

 s
im

ul
at

ed
 c

on
fi

gu
ra

tio
ns

 o
f 

in
te

rs
ec

tin
g 

no
n-

co
pl

an
ar

 s
eg

m
en

ts
 g

lid
in

g 
in

 
di

ff
er

en
t s

lip
 p

la
ne

s.
 T

he
 d

as
he

d 
lin

e 
re

pr
es

en
ts

 th
e 

di
re

ct
io

n 
of

 in
te

rs
ec

ti
on

 o
f 

th
e 

tw
o 

sl
ip

 
pl

an
es

. (
a)

 -
 A

tt
ra

ct
iv

e 
in

te
ra

ct
io

n:
 ju

nc
ti

on
 f

or
m

at
io

n.
 T

he
 th

ic
k 

lin
es

 r
ep

re
se

nt
 th

e 
in

iti
al

 
co

nf
ig

ur
at

io
n.

 (
b)

 -
 C

ro
ss

ed
-s

ta
te

: a
lth

ou
gh

 th
e 

tw
o 

se
gm

en
ts

 a
re

 a
ttr

ac
ti

ve
, j

un
ct

io
n 

fo
rm

at
io

n 
is

 
no

t e
ne

rg
et

ic
al

ly
 f

av
or

ed
. (

c)
 -

 R
ep

ul
si

ve
 in

te
ra

ct
io

n:
 th

e 
tw

o 
se

gm
en

ts
 m

ov
e 

aw
ay

 f
ro

m
 e

ac
h 

ot
he

r.
 

 
 T

he
 s

im
ul

at
io

n 
of

 d
is

lo
ca

tio
ns

 in
te

ra
ct

io
ns

 a
nd

 r
ea

ct
io

ns
 is

 p
er

fo
rm

ed
 a

s 
fo

llo
w

s.
 F

or
 a

 
gi

ve
n 

se
t o

f 
in

te
ra

ct
in

g 
sl

ip
 s

ys
te

m
s 

an
d 

fo
r 

a 
co

up
le

 o
f 

in
iti

al
 o

ri
en

ta
ti

on
s 

of
 th

e 
di

sl
oc

at
io

n 
lin

es
, a

n 
in

iti
al

 c
on

fi
gu

ra
tio

n 
is

 b
ui

lt 
up

. W
e 

co
ns

id
er

 tw
o 

st
ra

ig
ht

 s
eg

m
en

ts
 p

in
ne

d 
at

 th
ei

r 
ex

tr
em

it
ie

s 
in

 o
rd

er
 to

 m
im

ic
 s

tr
on

g 
in

te
ra

ct
io

ns
 o

cc
ur

ri
ng

 in
 r

ea
l c

ry
st

al
s 

w
it

h 
ot

he
r 

fo
re

st
 

di
sl

oc
at

io
ns

. F
or

 th
e 

sa
m

e 
re

as
on

, t
he

 in
iti

al
 le

ng
th

 o
f 

th
e 

se
gm

en
ts

 is
 ta

ke
n 

to
 b

e 
  l i

 ≈
ρ  f−1

/2
=

 1
 

µm
, t

he
 ty

pi
ca

l l
en

gt
h 

 a
ss

oc
ia

te
d 

w
ith

 a
 f

or
es

t d
en

si
ty

 ρ
f=

 1
012

 m
-2

. T
o 

di
sc

us
s 

th
e 

in
fl

ue
nc

e 
of

 
th

e 
se

gm
en

t's
 le

ng
th

, a
no

th
er

 le
ng

th
 o

f 
30

 µ
m

 is
 a

ls
o 

us
ed

 in
 F

ig
. 7

, b
el

ow
. T

hi
s 

se
co

nd
 ty

pe
 o

f 
co

nf
ig

ur
at

io
n 

is
 d

ed
ic

at
ed

 to
 a

 c
om

pa
ri

so
n 

w
ith

 s
im

pl
if

ie
d 

an
al

yt
ic

al
 m

od
el

s,
 w

hi
ch

 c
on

si
de

r 



un
ch

an
ge

d 
(c

f.
 F

ig
. 2

-a
).

 T
he

 d
om

ai
n 

of
 ju

nc
ti

on
 f

or
m

at
io

n 
ta

ke
s 

th
e 

fo
rm

 o
f 

lo
be

s 
en

ci
rc

lin
g 

th
e 

or
ig

in
. T

he
se

 lo
be

s 
de

pa
rt

 f
ro

m
 a

 c
ir

cu
la

r 
sh

ap
e 

du
e 

to
 th

e 
or

ie
nt

at
io

n-
de

pe
nd

en
ce

 o
f 

th
e 

lin
e 

te
ns

io
n 

an
d 

ap
pr

ox
im

at
el

y 
fo

llo
w

 th
e 

pr
ed

ic
ti

on
s 

of
 th

e 
el

as
tic

 m
od

el
s 

(t
hi

ck
 li

ne
s 

in
 F

ig
. 3

).
 T

he
 

bo
un

da
ry

 b
et

w
ee

n 
at

tr
ac

tiv
e 

st
at

es
, i

.e
., 

ju
nc

ti
on

s 
an

d 
cr

os
se

d-
st

at
es

, a
nd

 r
ep

ul
si

ve
 s

ta
te

s 
is

 a
ls

o 
re

la
ti

ve
ly

 w
el

l a
cc

ou
nt

ed
 f

or
 b

y 
K

ro
up

a'
s 

fo
rm

ul
a 

(t
hi

n 
lin

es
 in

 F
ig

. 3
).

 T
he

 a
ss

um
pt

io
ns

 m
ad

e 
in

 
th

e 
tw

o 
el

as
ti

c 
es

tim
at

es
 a

ls
o 

m
an

if
es

t t
he

m
se

lv
es

 f
or

 s
om

e 
or

ie
nt

at
io

ns
 th

ro
ug

h 
co

nf
lic

tin
g 

pr
ed

ic
ti

on
s,

 a
s 

is
 c

le
ar

ly
 s

ee
n 

in
 th

e 
ca

se
 o

f 
th

e 
gl

is
si

le
 ju

nc
ti

on
. I

n 
Fi

g.
 3

-b
, o

n 
to

p 
of

 th
e 

ce
nt

ra
l 

lo
be

, j
un

ct
io

ns
 a

re
 f

or
m

ed
 b

et
w

ee
n 

at
tr

ac
tiv

e 
se

gm
en

ts
, w

he
re

as
 f

or
 r

ig
id

 s
eg

m
en

ts
 th

e 
re

ac
tio

n 
is

 e
ne

rg
et

ic
al

ly
 u

nf
av

or
ab

le
. I

nv
er

se
ly

, a
t t

he
 b

ot
to

m
 o

f 
th

e 
up

pe
r 

lo
be

 a
t r

ig
ht

, j
un

ct
io

n 
fo

rm
at

io
n 

is
 e

ne
rg

et
ic

al
ly

 f
av

or
ab

le
 f

or
 r

ig
id

 s
eg

m
en

ts
, b

ut
 d

oe
s 

no
t o

cc
ur

 b
ec

au
se

 th
e 

se
gm

en
ts

 
ar

e 
re

pu
ls

iv
e.

 S
uc

h 
di

sc
re

pa
nc

ie
s 

st
em

 f
ro

m
 th

e 
fa

ct
 th

at
 th

e 
tw

o 
el

as
ti

c 
es

tim
at

es
 r

ef
le

ct
 in

 a
n 

im
pe

rf
ec

t m
an

ne
r 

tw
o 

as
pe

ct
s 

of
 th

e 
sa

m
e 

gl
ob

al
 b

eh
av

io
r.

 T
he

 ju
nc

ti
on

 lo
be

s 
de

ri
ve

 f
ro

m
 a

 
si

m
pl

if
ie

d 
ca

lc
ul

at
io

n 
of

 th
e 

en
er

gi
es

 o
f 

th
e 

in
iti

al
 a

nd
 f

in
al

 s
ta

te
s,

 w
he

re
as

 th
e 

bo
un

da
ry

 
be

tw
ee

n 
at

tr
ac

ti
ve

 a
nd

 r
ep

ul
si

ve
 s

ta
te

s 
de

ri
ve

s 
fr

om
 a

 c
al

cu
la

ti
on

 o
f 

th
e 

in
iti

al
 in

te
ra

ct
io

n 
fo

rc
e,

 
i.e

., 
of

 th
e 

in
iti

al
 d

er
iv

at
iv

e 
of

 e
ne

rg
y 

 v
s.

 r
ea

ct
io

n 
co

or
di

na
te

. A
s 

ill
us

tr
at

ed
 b

y 
4,

 th
e 

tw
o 

es
ti

m
at

es
 m

ay
 y

ie
ld

 o
pp

os
ite

 p
re

di
ct

io
ns

 in
 th

e 
pr

es
en

ce
 o

f 
an

 e
ne

rg
y 

ba
rr

ie
r.

 W
he

th
er

 o
r 

no
t t

he
 

la
tt

er
 c

an
 b

e 
ov

er
co

m
e 

by
 th

e 
di

sl
oc

at
io

ns
 d

ep
en

ds
 o

n 
so

m
e 

co
m

pl
ex

 b
al

an
ce

 b
et

w
ee

n 
lin

e 
te

ns
io

n 
an

d 
in

te
ra

ct
io

n 
fo

rc
es

, a
s 

w
ill

 b
e 

di
sc

us
se

d 
in

 th
e 

ne
xt

 p
ar

t. 
 W

x

 

 F
ig

ur
e 

4.
 S

ch
em

at
ic

 d
ia

gr
am

 o
f 

el
as

tic
 

en
er

gy
 (

W
) 

vs
. r

ea
ct

io
n 

co
or

di
na

te
 (

x)
 f

or
 

ju
nc

ti
on

 f
or

m
at

io
n.

 A
 c

al
cu

la
ti

on
 o

f 
el

as
ti

c 
en

er
gy

 p
re

di
ct

s 
ju

nc
tio

n 
fo

rm
at

io
n 

if
 th

e 
fi

na
l s

ta
te

 h
as

 a
 lo

w
er

 e
ne

rg
y 

th
an

 th
e 

in
iti

al
 

st
at

e.
 T

he
 in

iti
al

 s
lo

pe
 y

ie
ld

s 
th

e 
in

iti
al

 
in

te
ra

ct
io

n 
fo

rc
e.

 If
 it

 is
 p

os
iti

ve
, t

he
 in

iti
al

ly
 

re
pu

ls
iv

e 
di

sl
oc

at
io

n 
ca

n 
re

ac
h 

th
e 

st
at

e 
of

 
m

in
im

um
 e

ne
rg

y 
on

ly
 if

 th
ey

 a
re

 a
bl

e 
to

 
ov

er
co

m
e 

an
 e

ne
rg

y 
ba

rr
ie

r.
  

 A
cc

or
di

ng
 to

 th
e 

fo
re

st
 m

od
el

 [
2,

 4
],

 th
e 

st
re

ng
th

 o
f 

ju
nc

ti
on

s 
is

, i
n 

fi
rs

t a
pp

ro
xi

m
at

io
n,

 
in

ve
rs

el
y 

pr
op

or
ti

on
al

 to
 th

e 
le

ng
th

 o
f 

th
e 

in
iti

al
 s

eg
m

en
ts

. I
t a

ls
o 

ex
hi

bi
ts

 a
 g

eo
m

et
ri

ca
l 

de
pe

nd
en

ce
 o

n 
th

e 
an

gl
es

 (
φ 1

, φ
2)

, w
hi

ch
 is

 s
lig

ht
ly

 a
ni

so
tr

op
ic

 d
ue

 to
 th

e 
or

ie
nt

at
io

n 
de

pe
nd

en
ce

 
of

 th
e 

lin
e 

te
ns

io
n.

 O
ne

 m
ay

 n
ot

e 
th

at
 th

e 
st

re
ng

th
 o

f 
a 

ju
nc

ti
on

 is
 b

y 
de

fi
ni

tio
n 

ze
ro

 a
t t

he
 

tr
an

si
tio

n 
be

tw
ee

n 
ju

nc
ti

on
s 

an
d 

ot
he

r 
st

at
es

, s
o 

th
at

 th
e 

pe
ri

ph
er

y 
of

 th
e 

ju
nc

ti
on

 lo
be

s 
co

rr
es

po
nd

s 
to

 th
e 

w
ea

ke
st

 c
on

fi
gu

ra
tio

ns
. T

hi
s 

st
re

ng
th

 d
iv

er
ge

s 
at

 th
e 

or
ig

in
, s

in
ce

 th
e 

tw
o 

pa
ra

lle
l l

in
es

 a
re

 f
ul

ly
 r

ec
om

bi
ne

d.
 In

de
ed

, t
he

 le
ng

th
 o

f 
re

si
du

al
 a

rm
s 

be
in

g 
ze

ro
, a

n 
in

fi
ni

te
 

st
re

ss
 is

 r
eq

ui
re

d 
to

 u
nz

ip
 th

e 
ju

nc
ti

on
. A

ss
um

in
g 

th
an

 th
e 

gl
ob

al
 s

tr
en

gt
h 

of
 a

n 
in

te
ra

ct
io

n 
is

 
m

os
tly

 d
ue

 to
 ju

nc
tio

ns
 a

nd
 d

ep
en

ds
 o

n 
th

e 
ar

ea
 e

nc
lo

se
d 

by
 th

e 
ju

nc
ti

on
 lo

be
s,

 w
e 

se
e 

th
at

 th
e 

gl
is

si
le

 a
nd

 L
om

er
 ju

nc
ti

on
s 

sh
ou

ld
 h

av
e 

ra
th

er
 c

om
pa

ra
bl

e 
st

re
ng

th
s,

 w
he

re
as

 th
e 

H
ir

th
 lo

ck
, 

w
ho

se
 s

ta
bi

lit
y 

is
 d

ue
 to

 th
e 

or
ie

nt
at

io
n-

de
pe

nd
en

ce
 o

f 
th

e 
lin

e 
te

ns
io

n,
 is

 a
 r

at
he

r 
w

ea
k 

ob
st

ac
le

. 
M

an
y 

ot
he

r 
de

ta
ils

 c
an

 b
e 

in
fe

rr
ed

 f
ro

m
 s

im
pl

e 
co

ns
id

er
at

io
ns

. F
or

 in
st

an
ce

 th
e 

lo
be

 o
f 

th
e 

gl
is

si
le

 ju
nc

tio
n 

is
 e

lo
ng

at
ed

 a
lo

ng
 th

e 
y-

ax
is

 b
ec

au
se

 th
e 

se
gm

en
t (

2)
 is

 o
f 

ed
ge

 c
ha

ra
ct

er
 a

t φ
2 

=
 

π/
2.

 I
t h

as
 a

 h
ig

h 
el

as
tic

 e
ne

rg
y,

 w
hi

ch
 f

av
or

s 
ju

nc
tio

n 
fo

rm
at

io
n.

 

JU
N

C
T

IO
N

S 
 I

N
  F

C
C

 A
N

D
 B

C
C

 C
R

Y
ST

A
L

S 
 Ju

nc
ti

on
s 

in
 F

C
C

 C
ry

st
al

s 
  

Fi
gu

re
 3

 s
ho

w
s 

th
e 

m
ap

pi
ng

s 
ob

ta
in

ed
 f

or
 th

e 
th

re
e 

ty
pe

s 
of

 s
lip

 s
ys

te
m

s 
in

te
ra

ct
io

ns
 le

ad
in

g 
to

 p
er

fe
ct

 ju
nc

ti
on

s 
in

 th
e 

fc
c 

st
ru

ct
ur

e:
  -

 th
e 

L
om

er
 ju

nc
ti

on
, o

f 
1/

2<
11

0>
 ty

pe
, w

hi
ch

 is
 s

es
si

le
, 

- 
th

e 
gl

is
si

le
 ju

nc
tio

n,
 a

ls
o 

of
 1

/2
<

11
0>

 ty
pe

, w
hi

ch
 is

 g
lis

si
le

 in
 o

ne
 o

f 
th

e 
tw

o 
in

te
rs

ec
ti

ng
 s

lip
 

pl
an

es
, a

nd
 -

 th
e 

H
ir

th
 lo

ck
, w

he
re

 th
e 

in
te

ra
ct

in
g 

B
ur

ge
rs

 v
ec

to
rs

 a
re

 o
rt

ho
go

na
l a

nd
 th

e 
re

ac
ti

on
 p

ro
du

ct
 is

 o
f 

th
e 

<2
00

>
 ty

pe
. T

he
 s

ol
ut

io
ns

 o
f 

th
e 

tw
o 

si
m

pl
e 

el
as

ti
c 

m
od

el
s 

m
en

tio
ne

d 
ab

ov
e 

ar
e 

su
pe

ri
m

po
se

d 
to

 th
e 

si
m

ul
at

io
n 

re
su

lts
.  

T
he

 th
re

e 
co

nf
ig

ur
at

io
ns

 d
ep

ic
te

d 
in

 F
ig

. 2
 a

re
 f

ou
nd

 in
 th

es
e 

gr
ap

hs
. T

he
 m

ap
pi

ng
s 

ar
e 

pe
ri

od
ic

 w
it

h 
a 

pe
ri

od
 (

φ 1
 =

 ±
 π

 , 
φ 2

 =
 ±

 π
), 

si
nc

e 
th

es
e 

tr
an

sl
at

io
ns

 le
av

e 
th

e 
in

iti
al

 c
on

fi
gu

ra
tio

n 
  

 
 

 

 
 

F
ig

ur
e 

3.
 M

ap
pi

ng
s 

of
 d

is
lo

ca
tio

n 
in

te
rs

ec
ti

on
s 

in
 th

e 
fc

c 
st

ru
ct

ur
e.

 T
he

 le
ng

th
 

of
 th

e 
in

iti
al

 s
eg

m
en

ts
 s

eg
m

en
ts

 is
1 

µm
. 

T
he

 s
lip

 s
ys

te
m

 (
2)

 is
  1

/2
[0

11
](

11
1 )

.  
Sl

ip
 s

ys
te

m
 (

1)
:  

(a
) 

1/
2  

 [1
0

1 ]
(1

 1
 1

 ),
 L

om
er

 ju
nc

tio
ns

.  
(b

) 
1/

2  
 [1

0
1 ]

(1
1 

1)
, g

lis
si

le
 ju

nc
tio

ns
.  

(c
) 

 1
/2

  [0
1

1 ]
(1

 1
 1

 ),
 H

ir
th

 lo
ck

s.
 

�
: j

un
ct

io
n 

fo
rm

at
io

n,
   

o:
 r

ep
ul

si
ve

 
in

te
ra

ct
io

n,
  x

: c
ro

ss
ed

-s
ta

te
.  

 
 T

he
 th

in
 li

ne
s 

re
pr

es
en

t t
he

 c
al

cu
la

te
d 

bo
un

da
ry

 b
et

w
ee

n 
at

tr
ac

tiv
e 

an
d 

re
pu

ls
iv

e 
st

at
es

 a
nd

 th
e 

th
ic

k 
lin

es
 th

e 
ca

lc
ul

at
ed

 
ne

ut
ra

l c
on

di
ti

on
 f

or
 ju

nc
tio

n 
fo

rm
at

io
n.



 es
se

nt
ia

lly
 d

ep
en

ds
 o

n 
th

e 
in

te
ra

ct
io

ns
 b

et
w

ee
n 

sc
re

w
 d

is
lo

ca
tio

ns
 a

nd
 th

e 
fo

re
st

. T
he

n,
 th

e 
m

ap
pi

ng
s 

re
du

ce
 to

 a
 s

et
 o

f 
ho

ri
zo

nt
al

 a
nd

 v
er

tic
al

 d
at

a 
lin

es
 d

ra
w

n 
fo

r 
se

gm
en

ts
 w

ith
 s

cr
ew

 
or

ie
nt

at
io

n,
 f

ro
m

 w
hi

ch
 o

ne
 c

an
 d

ed
uc

e 
th

e 
ch

ar
ac

te
rs

 o
f 

th
e 

fo
re

st
 d

is
lo

ca
tio

n 
lin

es
 th

at
 s

tr
on

gl
y 

in
te

ra
ct

 w
ith

 s
cr

ew
 d

is
lo

ca
ti

on
s.

 
Fi

na
lly

, i
n 

bc
c 

m
et

al
s 

an
d 

at
 lo

w
 te

m
pe

ra
tu

re
, t

he
 f

lo
w

 s
tr

es
s 

is
 a

 c
om

pl
ex

 s
up

er
po

si
ti

on
 o

f 
fr

ic
ti

on
 s

tr
es

s 
an

d 
fo

re
st

 d
en

si
ty

, a
nd

 it
 is

 n
ot

 p
ro

po
rt

io
na

l t
o 

th
e 

sq
ua

re
 r

oo
t o

f 
th

e 
fo

re
st

 d
en

si
ty

 
as

 in
 f

cc
 c

ry
st

al
s 

[2
4]

. A
 s

cr
ew

 d
is

lo
ca

ti
on

 li
ne

 p
in

ne
d 

be
tw

ee
n 

tw
o 

ob
st

ac
le

s 
do

es
 n

ot
 a

ch
ie

ve
 

eq
ui

lib
ri

um
 b

ow
ed

-o
ut

 s
ha

pe
s 

un
de

r 
in

cr
ea

si
ng

 s
tr

es
s.

 R
at

he
r,

 th
e 

sc
re

w
 p

or
ti

on
s 

m
ov

e 
fo

rw
ar

ds
 

by
 th

e 
th

er
m

al
ly

 a
ss

is
te

d 
nu

cl
ea

ti
on

 o
f 

ki
nk

-p
ai

rs
. T

hu
s,

 a
ll 

th
e 

di
sl

oc
at

io
n 

m
ov

em
en

ts
 

as
so

ci
at

ed
 w

ith
 ju

nc
ti

on
 f

or
m

at
io

n 
an

d 
un

zi
pp

in
g 

ar
e 

se
ns

iti
ve

 to
 th

e 
ap

pl
ie

d 
st

ra
in

 r
at

e 
or

 
te

m
pe

ra
tu

re
 a

nd
 k

in
et

ic
 e

ff
ec

ts
 c

an
 n

o 
lo

ng
er

 b
e 

ig
no

re
d.

 In
 s

ho
rt

, t
he

 m
ap

pi
ng

s 
pr

es
en

te
d 

he
re

 
ar

e 
on

ly
 m

ea
ni

ng
fu

l i
n 

th
e 

ab
se

nc
e 

of
 la

tt
ic

e 
fr

ic
tio

n,
 i.

e.
, a

t h
ig

h 
te

m
pe

ra
tu

re
s.

  
 

 T
H

E
 C

O
L

L
IN

E
A

R
 I

N
T

E
R

A
C

T
IO

N
 

 
T

o 
ea

ch
 s

lip
 s

ys
te

m
 is

 a
ss

oc
ia

te
d 

a 
cr

os
s-

sl
ip

 s
ys

te
m

 w
it

h 
sa

m
e 

(c
ol

lin
ea

r)
 B

ur
ge

rs
 v

ec
to

r;
 

th
e 

tw
o 

sl
ip

 p
la

ne
s 

in
te

rs
ec

t a
lo

ng
 a

 li
ne

 p
ar

al
le

l t
o 

th
ei

r 
co

m
m

on
 B

ur
ge

rs
 v

ec
to

r.
 T

he
 n

on
-s

cr
ew

 
di

sl
oc

at
io

ns
 o

f 
ea

ch
 s

ys
te

m
 p

la
y 

th
e 

ro
le

 o
f 

fo
re

st
 o

bs
ta

cl
es

 w
it

h 
re

sp
ec

t t
o 

th
e 

di
sl

oc
at

io
ns

 o
f 

th
e 

ot
he

r 
sy

st
em

 a
nd

 th
ei

r 
in

te
ra

ct
io

n 
is

 c
al

le
d 

th
e 

co
lli

ne
ar

 in
te

ra
ct

io
n.

 U
po

n 
in

te
rs

ec
ti

on
, m

ut
ua

l 
an

ni
hi

la
ti

on
 o

f 
th

e 
lin

es
 c

an
 ta

ke
 p

la
ce

 a
cc

or
di

ng
 to

 th
e 

re
ac

tio
n 

b 1
 -

 b
1 

=
 0

, w
hi

ch
 is

 e
qu

iv
al

en
t 

to
 th

e 
fo

rm
at

io
n 

of
 a

 h
ig

hl
y 

st
ab

le
 ju

nc
ti

on
 w

ith
 z

er
o 

B
ur

ge
rs

 v
ec

to
r.

  A
 s

im
ul

at
ed

 s
eq

ue
nc

e 
of

 
co

lli
ne

ar
 a

nn
ih

ila
ti

on
 is

 s
ho

w
n 

in
 F

ig
. 6

.  
  

 
  F

ig
ur

e 
6.

 S
im

ul
at

io
n 

of
 c

ol
lin

ea
r 

an
ni

hi
la

ti
on

 in
 th

e 
fc

c 
st

ru
ct

ur
e.

 (
a)

 –
 T

he
 in

iti
al

 c
on

fi
gu

ra
ti

on
 

co
ns

is
ts

 o
f 

tw
o 

no
n-

co
pl

an
ar

, a
ttr

ac
ti

ve
 li

ne
s,

 o
f 

m
ix

ed
 c

ha
ra

ct
er

 a
nd

 w
ith

 B
ur

ge
rs

 v
ec

to
rs

 o
f 

op
po

si
te

 s
ig

n.
 (

b)
 –

 A
nn

ih
ila

ti
on

 ta
ke

s 
pl

ac
e 

al
on

g 
th

e 
di

re
ct

io
n 

of
 in

te
rs

ec
tio

n 
of

 th
e 

tw
o 

sl
ip

 
pl

an
es

 (
da

sh
ed

 li
ne

),
 w

hi
ch

 is
 p

ar
al

le
l t

o 
b.

 (
c)

 -
 T

he
 f

in
al

 c
on

fi
gu

ra
ti

on
 is

 m
ad

e 
up

 o
f 

tw
o 

co
m

po
si

te
 s

eg
m

en
ts

 in
 e

qu
ili

br
iu

m
 a

t d
ou

bl
e 

no
de

s 
al

on
g 

th
e 

in
te

rs
ec

ti
on

 o
f 

th
e 

tw
o 

sl
ip

 p
la

ne
s.

 
  

Fo
r 

th
e 

co
lli

ne
ar

 in
te

ra
ct

io
n 

in
 f

cc
 c

ry
st

al
s,

 th
er

e 
is

 o
nl

y 
on

e 
ty

pe
 o

f 
m

ap
pi

ng
 p

er
 B

ur
ge

rs
 

ve
ct

or
. F

ig
s.

 7
-a

 a
nd

 7
-b

, w
er

e 
ob

ta
in

ed
 f

or
 s

eg
m

en
ts

 o
f 

re
sp

ec
ti

ve
 le

ng
th

s 
30

 a
nd

 1
 m

ic
ro

ns
, 

re
sp

ec
ti

ve
ly

, i
n 

or
de

r 
to

 il
lu

st
ra

te
 a

 le
ng

th
 e

ff
ec

t t
ha

t i
s 

di
sc

us
se

d 
be

lo
w

. I
f 

on
e 

co
ns

id
er

s 
th

e 
in

te
ra

ct
io

ns
 o

f 
{1

10
} 

an
d 

{1
12

} 
sl

ip
 s

ys
te

m
s 

in
 b

cc
 c

ry
st

al
s,

 th
er

e 
ar

e 
th

re
e 

di
ff

er
en

t 

Ju
nc

ti
on

s 
in

 B
C

C
 C

ry
st

al
s 

 
In

 b
cc

 c
ry

st
al

s,
 d

is
lo

ca
ti

on
s 

of
 B

ur
ge

rs
 v

ec
to

r 
1/

2<
11

1>
 p

ri
nc

ip
al

ly
 g

lid
e 

in
 {

11
0}

 a
nd

 
{1

12
} 

pl
an

es
. 

Pü
sc

hl
 [

7]
, 

ha
s 

cl
as

si
fi

ed
 t

he
 d

if
fe

re
nt

 t
yp

es
 o

f 
in

te
ra

ct
io

ns
 i

n 
th

e 
co

ur
se

 o
f 

a 
de

ta
ile

d 
st

ud
y 

of
 th

e 
st

ab
ili

ty
 o

f 
ju

nc
tio

ns
 in

 a
ni

so
tr

op
ic

 e
la

st
ic

ity
. T

he
 r

ea
ct

io
n 

pr
od

uc
t i

s 
al

w
ay

s 
fo

un
d 

to
 b

e 
of

 t
he

 <
10

0>
 t

yp
e.

 F
or

 d
is

lo
ca

ti
on

s 
re

ac
tin

g 
in

 {
11

0}
 p

la
ne

s 
an

d 
fo

rm
in

g 
st

ab
le

 
ju

nc
ti

on
s,

 th
re

e 
di

ff
er

en
t t

yp
es

 o
f 

m
ap

pi
ng

 c
on

fi
gu

ra
tio

ns
 a

re
 o

bt
ai

ne
d.

 B
y 

re
as

on
 o

f 
sy

m
m

et
ry

 it
 

is
 s

uf
fi

ci
en

t 
to

 c
on

si
de

r 
th

e 
in

te
ra

ct
io

n 
of

 a
 p

ri
m

ar
y 

sy
st

em
, 

fo
r 

ex
am

pl
e 

1/
2[

11
1]

  (1
 1

0)
, 

w
it

h 
an

y 
ot

he
r 

B
ur

ge
rs

 v
ec

to
r 

an
d 

th
e 

th
re

e 
sl

ip
 p

la
ne

s 
th

at
 c

on
ta

in
 i

t, 
fo

r 
ex

am
pl

e 
1/

2  
 [1

1 
1]

(0
11

),
 

1/
2  

 [1
1 

1]
(1

 0
1)

 a
nd

 1
/2

  [1
1 

1]
(1

10
).

 O
ne

 c
an

 e
as

ily
 c

he
ck

 t
ha

t 
in

 th
e 

fi
rs

t 
ca

se
, t

he
 [

01
0]

 j
un

ct
io

n 
is

 s
es

si
le

 a
nd

 o
f 

m
ix

ed
 c

ha
ra

ct
er

  
(     l j

=
[1

1
1 ]

).
 I

n 
th

e 
se

co
nd

 c
as

e,
 i

t 
is

 a
ls

o 
of

 m
ix

ed
 c

ha
ra

ct
er

 
(     l j

=
[1

11
])

, 
bu

t 
gl

is
si

le
 i

n 
  ( 1

 0
1)

. 
W

ic
kh

am
 e

t 
al

. 
[1

2]
 h

av
e 

st
ud

ie
d 

th
e 

tw
o 

re
la

te
d 

m
ap

pi
ng

s.
 

T
he

 t
hi

rd
 c

as
e 

is
 i

llu
st

ra
te

d 
by

 F
ig

. 5
-a

; i
t c

or
re

sp
on

ds
 t

o 
a 

se
ss

ile
 e

dg
e 

ju
nc

ti
on

 o
f 

lin
e 

di
re

ct
io

n 

    l j
=

[0
01

].
 D

ue
 t

o 
th

e 
m

ul
tip

lic
ity

 o
f 

ad
di

ti
on

al
 r

ea
ct

io
ns

 a
ri

si
ng

 w
he

n 
{1

12
} 

sl
ip

 s
ys

te
m

s 
ar

e 
ac

co
un

te
d 

fo
r,

 o
nl

y 
on

e 
ex

am
pl

e 
is

 s
ho

w
n 

he
re

 (
Fi

g.
 5

-b
).

 
T

he
 q

ua
lit

at
iv

e 
co

ns
id

er
at

io
ns

 d
ev

el
op

ed
 in

 th
e 

pr
ev

io
us

 s
ec

ti
on

 a
ls

o 
ap

pl
y 

to
 th

e 
pr

es
en

t 
ca

se
. F

ro
m

 th
e 

vi
ew

po
in

t o
f 

ju
nc

tio
n 

st
ab

ili
ty

, t
he

 m
ai

n 
di

ff
er

en
ce

 b
et

w
ee

n 
fc

c 
an

d 
bc

c 
cr

ys
ta

ls
 

re
si

de
s 

in
 th

e 
hi

gh
er

 e
ne

rg
y 

of
 th

e 
re

ac
ti

on
 p

ro
du

ct
 in

 b
cc

 c
ry

st
al

s,
 s

in
ce

 it
s 

B
ur

ge
rs

 v
ec

to
r 

sq
ua

re
d 

is
 la

rg
er

 th
an

 th
at

 o
f 

th
e 

pa
re

nt
 s

eg
m

en
ts

 b
y 

a 
fa

ct
or

 o
f 

4/
3.

 T
hi

s 
re

su
lts

 in
 s

m
al

le
r 

ju
nc

ti
on

 lo
be

s,
 a

s 
co

m
pa

re
d 

to
 th

os
e 

of
 th

e 
gl

is
si

le
 o

r 
L

om
er

 ju
nc

ti
on

s 
(c

f.
 F

ig
s.

 3
-a

 a
nd

 3
-b

).
  

A
t l

ow
 te

m
pe

ra
tu

re
 a

nd
 in

 th
e 

pr
es

en
ce

 o
f 

a 
la

tt
ic

e 
fr

ic
ti

on
 o

n 
sc

re
w

 d
is

lo
ca

tio
ns

, d
is

lo
ca

ti
on

 
lo

op
s 

be
co

m
e 

el
on

ga
te

d 
in

 t
he

 s
cr

ew
 d

ir
ec

ti
on

, 
w

hi
ch

 i
s 

th
at

 o
f 

th
e 

le
ss

 m
ob

ile
 s

pe
ci

es
. 

A
s 

pl
as

tic
 f

lo
w

 is
 m

os
tly

 g
ov

er
ne

d 
by

 th
e 

pr
op

er
ti

es
 o

f 
sc

re
w

 d
is

lo
ca

ti
on

s,
  s

tr
ai

n 
ha

rd
en

in
g 

  

F
ig

ur
e 

5.
 M

ap
pi

ng
s 

of
 d

is
lo

ca
tio

n 
in

te
rs

ec
ti

on
s 

in
 th

e 
bc

c 
st

ru
ct

ur
e.

 T
he

 s
ym

bo
ls

 h
av

e 
sa

m
e 

m
ea

ni
ng

 a
s 

in
 F

ig
. 3

. T
he

 le
ng

th
 o

f 
th

e 
in

te
ra

ct
in

g 
se

gm
en

ts
 is

 1
 µ

m
. S

lip
 s

ys
te

m
 (

1)
: 

1/
2  

 [1
11

](
1 

10
).

 S
ys

te
m

 (
2)

 : 
(a

) 
 1

/2
  [1

1 
1]

(1
 1

 0
),

 (
b)

  1
/2

  [1
1 

1 ]
(1

 1
2 )

. 
 



7-
a 

an
d 

7-
b,

 f
ou

r 
sm

al
l d

ou
bl

e 
lo

be
s 

ce
nt

er
ed

 o
n 

th
e 

or
ie

nt
at

io
n 

φ 1
 =

 φ
2 

=
 ±

 π
/2

, i
ns

id
e 

w
hi

ch
 th

e 
in

te
ra

ct
io

n 
ch

an
ge

s 
si

gn
. T

hi
s 

or
ie

nt
at

io
n 

co
rr

es
po

nd
s 

to
 n

on
-i

nt
er

ac
tin

g 
in

iti
al

 s
eg

m
en

ts
 

pe
rp

en
di

cu
la

r 
to

   l
i 

an
d 

of
 e

dg
e 

ch
ar

ac
te

r.
 T

he
 b

cc
 m

ap
pi

ng
 (

Fi
g.

 7
-c

) 
is

 r
at

he
r 

si
m

ila
r,

 e
xc

ep
t 

th
at

 th
e 

bo
un

da
ry

 b
et

w
ee

n 
at

tr
ac

ti
on

 a
nd

 r
ep

ul
si

on
 n

o 
lo

ng
er

 in
cl

ud
es

 s
m

al
l l

oc
al

iz
ed

 d
om

ai
ns

 
w

he
re

 th
e 

in
te

ra
ct

io
n 

ch
an

ge
s 

si
gn

, b
ut

 v
er

y 
fl

at
 lo

ca
l m

in
im

a.
  

Fo
r 

lo
ng

 in
te

ra
ct

in
g 

se
gm

en
ts

 (
Fi

g.
 7

-a
),

 th
e 

si
m

pl
if

ie
d 

el
as

tic
 p

re
di

ct
io

ns
 a

re
 in

 v
er

y 
go

od
 

ag
re

em
en

t w
it

h 
th

e 
si

m
ul

at
ed

 r
es

ul
ts

. T
he

 n
eu

tr
al

 s
ta

te
s 

an
d 

cr
os

se
d-

st
at

es
 a

re
 lo

ca
liz

ed
 n

ea
r 

th
e 

si
ng

ul
ar

 li
ne

s 
an

d 
sm

al
l l

ob
es

 d
ef

in
ed

 a
bo

ve
. I

n 
co

nt
ra

st
, w

it
h 

sh
or

te
r 

se
gm

en
ts

 le
ng

th
 (

Fi
g.

 7
-b

, 
se

e 
al

so
 F

ig
. 7

-c
),

 th
e 

do
m

ai
n 

of
 c

ol
lin

ea
r 

an
ni

hi
la

tio
n 

la
rg

el
y 

ex
pa

nd
s 

in
to

 th
e 

pr
ev

io
us

 d
om

ai
n 

of
 n

eu
tr

al
 a

nd
 r

ep
ul

si
ve

 s
ta

te
s.

 T
he

 r
ep

ul
si

ve
 a

nd
 n

eu
tr

al
 s

ta
te

s 
ar

e 
no

w
 lo

ca
liz

ed
 a

ro
un

d 
th

e 
re

gi
on

s 
of

 w
ea

k 
in

te
ra

ct
io

n 
an

d 
nu

ll 
en

er
gy

 b
al

an
ce

. T
hi

s 
pr

ed
om

in
an

ce
 o

f 
co

lli
ne

ar
 

an
ni

hi
la

ti
on

s 
is

 d
ue

 to
 th

e 
in

cr
ea

se
d 

fl
ex

ib
ili

ty
 o

f 
th

e 
sh

or
t d

is
lo

ca
ti

on
 li

ne
s,

 a
s 

in
du

ce
d 

by
 th

e 
lo

ga
ri

th
m

ic
 f

ac
to

r 
in

 th
e 

lin
e 

te
ns

io
n 

[4
, 1

5,
 2

5]
. T

hi
s 

re
su

lts
 in

 a
 r

ed
uc

ti
on

 o
f 

th
e 

en
er

gy
 b

ar
ri

er
 

op
po

si
ng

 a
nn

ih
ila

ti
on

 th
at

 is
 d

ep
ic

te
d 

in
 F

ig
. 4

. F
ig

ur
e 

8 
ill

us
tr

at
es

 th
is

 e
ff

ec
t i

n 
th

e 
ca

se
 o

f 
tw

o 
in

iti
al

ly
 r

ep
ul

si
ve

 s
tr

ai
gh

t l
in

es
. T

hu
s,

 th
e 
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di

sl
oc

at
io

n
ju

nc
tio

ns
[1

,2
].

T
hi

s
pr

oc
es

s
is

na
tu

ra
lly

de
sc

rib
ed

in
te

rm
s

of
lin

e
te

ns
io

n
an

d
ob

st
ac

le
st

re
ng

th
[3

].
T

he
av

er
ag

e
di

st
an

ce
be

tw
ee

n
fo

re
st

ob
st

ac
le

s,
de

fin
ed

as
th

e
in

ve
rs

e
of

th
e

sq
ua

re
ro

ot
of

th
e

fo
re

st
de

ns
ity

,i
s

th
en

fo
un

d
to

be
in

ve
rs

el
y

pr
op

or
tio

na
lt

o
th

e
ex

te
rn

al
st

re
ss

(s
ee

e.
g.

[4
]f

or
an

ex
te

nd
ed

re
vi

ew
an

d
di

sc
us

si
on

).
T

he
fo

re
st

de
ns

ity
is

es
se

nt
ia

lly
a

de
ns

ity
of

st
or

ed
di

sl
oc

at
io

ns
an

d,
as

a
co

ns
eq

ue
nc

e,
th

e
st

ra
in

de
pe

nd
en

ce
of

st
ra

in
ha

rd
en

in
g

is
go

ve
rn

ed
by

st
or

ag
e

an
d

re
co

ve
ry

ra
te

s
[5

].
In

bo
dy

ce
nt

re
d

cu
bi

c
(b

cc
)

cr
ys

ta
ls

,
th

e
st

ra
in

ha
rd

en
in

g
pr

op
er

tie
s

ca
n

be
tr

ea
te

d
in

a
ve

ry
si

m
ila

rm
an

ne
ri

n
th

e
hi

gh
-t

em
pe

ra
tu

re
do

m
ai

n,
i.e

.i
n

th
e

te
m

pe
ra

tu
re

ra
ng

e
ab

ov
e

th
e

so
-

ca
lle

d
‘a

th
er

m
al

te
m

pe
ra

tu
re

’,T a
.

In
th

is
do

m
ai

n,
th

e
us

ua
lr

el
at

io
ns

hi
p

be
tw

ee
n

th
e

st
re

ss
an

d
th

e
sq

ua
re

ro
ot

of
th

e
di

sl
oc

at
io

n
de

ns
ity

ho
ld

s
[4

],
th

e
st

re
ss

–s
tr

ai
n

cu
rv

es
ex

hi
bi

t
th

e
us

ua
l

th
re

e-
st

ag
e

ha
rd

en
in

g
be

ha
vi

ou
r

an
d

a
di

sl
oc

at
io

n
ce

ll
st

ru
ct

ur
e

is
fo

rm
ed

in
m

ul
tip

le
sl

ip
co

nd
iti

on
s.

A
t

lo
w

te
m

pe
ra

tu
re

s,
th

e
pa

rt
ic

ul
ar

co
re

pr
op

er
tie

s
of

sc
re

w
di

sl
oc

at
io

ns
in

du
ce

a
th

er
m

al
ly

ac
tiv

at
ed

m
ob

ili
ty

(c
f

[6
]

an
d

th
e

re
ce

nt
re

vi
ew

[7
])

.
A

st
ro

ng
ly

te
m

pe
ra

tu
re

-
de

pe
nd

en
te

ffe
ct

iv
e

st
re

ss
,s

ub
st

an
tia

lly
la

rg
er

th
an

th
e

at
he

rm
al

st
re

ss
fo

rd
is

lo
ca

tio
n

ju
nc

tio
n

un
zi

pp
in

g,
is

th
en

ne
ed

ed
to

m
ov

e
th

e
sc

re
w

di
sl

oc
at

io
ns

by
th

e
ki

nk
-p

ai
r

m
ec

ha
ni

sm
.

In
a

tr
an

si
tio

n
ra

ng
e

(T c
<
T
<
T

a
w

he
re
T

c
is

th
e

cr
iti

ca
l

te
m

pe
ra

tu
re

),
th

e
tw

o
st

re
ss

va
lu

es
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89
6

M
Ta

n
g

e
ta

l

en
er

gy
of

th
e

la
tte

r
isW

j
pe

r
un

it
le

ng
th

,
on

e
ha

sW
j
=
τ u
b
`

u
,

w
he

re
b

is
th

e
m

od
ul

us
of

th
e

B
ur

ge
rs

ve
ct

or
s

of
th

e
pa

re
nt

di
sl

oc
at

io
ns

.
T

he
to

ta
le

ne
rg

ie
s

ar
e

ob
ta

in
ed

by
m

ul
tip

ly
in

g
bo

th
si

de
s

of
th

e
ex

pr
es

si
on

s
by

th
e

ju
nc

tio
n

le
ng

th
`
j
.

T
he

fo
rm

at
io

n
en

er
gy

ca
n

be
w

rit
te

n
in

th
e

re
du

ce
d

fo
rm
W
j
=
β
µ
b

2
,w

he
re
β

is
a

di
m

en
si

on
le

ss
m

at
er

ia
lc

on
st

an
td

es
cr

ib
in

g
th

e
‘ju

nc
tio

n
st

re
ng

th
’.

T
he

n

β
=
τ u
`
u

µ
b
.

(3
)

In
fc

c
cr

ys
ta

ls
,

th
e

le
ng

th
of

th
e

un
zi

pp
in

g
ar

m
,

`
u
,

de
pe

nd
s

on
th

e
fo

re
st

de
ns

ity
th

ro
ug

h
`

u
∝
ρ
−1
/
2

f
,

he
nc

e
th

e
lo

ca
ls

tr
es

s
an

d,
by

ex
te

ns
io

n,
th

e
flo

w
st

re
ss

ar
e

pr
op

or
tio

na
lt

o
th

e
sq

ua
re

ro
ot

of
th

e
fo

re
st

de
ns

ity
.

In
bc

c
cr

ys
ta

ls
at

lo
w

te
m

pe
ra

tu
re

s,
th

e
di

sl
oc

at
io

n
st

ru
ct

ur
es

fo
rm

ed
du

rin
g

pl
as

tic
de

fo
rm

at
io

n
ar

e
qu

ite
an

is
ot

ro
pi

c
du

e
to

th
e

la
ck

of
m

ob
ili

ty
of

th
e

sc
re

w
di

sl
oc

at
io

ns
.

A
s

a
re

su
lt,

th
e

de
ns

ity
of

m
ob

ile
di

sl
oc

at
io

ns
es

se
nt

ia
lly

co
ns

is
ts

of
st

ra
ig

ht
se

gm
en

ts
of

sc
re

w
ch

ar
ac

te
r,

lo
ca

lly
pi

nn
ed

by
ju

nc
tio

ns
fo

rm
ed

w
ith

st
ro

ng
fo

re
st

ob
st

ac
le

s.
T

he
en

er
ge

tic
al

ly
fa

vo
ur

ab
le

re
ac

tio
n

of
tw

o
di

sl
oc

at
io

ns
w

ith
B

ur
ge

rs
ve

ct
or

1 2
〈1

11
〉p

ro
du

ce
s,

in
ge

ne
ra

l,
a

ju
nc

tio
n

w
ith
〈1

00
〉B

ur
ge

rs
ve

ct
or

[1
9–

21
].

T
he

ty
pi

ca
lc

on
fig

ur
at

io
n

of
a

sc
re

w
di

sl
oc

at
io

n
lin

e
gl

id
in

g
pa

st
fo

re
st

ob
st

ac
le

s
is

sc
he

m
at

ic
al

ly
de

pi
ct

ed
in

fig
ur

e
1.

In
co

nt
ra

st
to

fc
c

cr
ys

ta
ls

,
th

e
sc

re
w

di
sl

oc
at

io
n

lin
e

is
no

ti
m

m
ob

ili
ze

d
as

a
w

ho
le

by
th

e
pi

nn
in

g
po

in
ts

.
It

co
nt

in
uo

us
ly

m
ov

es
,

pr
od

uc
in

g
el

em
en

ta
ry

ki
nk

s
th

at
ac

cu
m

ul
at

e
ne

ar
th

e
ju

nc
tio

ns
,

th
us

fo
rm

in
g

tw
o

cu
rv

ed
lin

es
of

no
n-

sc
re

w
ch

ar
ac

te
r.

Ju
nc

tio
n

br
ea

ki
ng

oc
cu

rs
w

he
n

a
cr

iti
ca

l
an

gl
e

θ c
is

re
ac

he
d,

w
hi

ch
co

rr
es

po
nd

s
to

a
ce

rt
ai

n
cr

iti
ca

ld
is

ta
nc

e
X

c
fo

rt
he

th
er

m
al

ly
ac

tiv
at

ed
m

ot
io

n
of

th
e

sc
re

w
se

gm
en

t.
D

ue
to

th
e

fa
ct

th
at

th
e

tw
o

be
nt

se
gm

en
ts

ne
ar

th
e

fo
re

st
ob

st
ac

le
ar

e
co

nn
ec

te
d

by
a

st
ra

ig
ht

sc
re

w
se

gm
en

t,
th

e
m

ob
ili

ty
of

sc
re

w
di

sl
oc

at
io

ns
pa

rt
ic

ip
at

es
in

th
e

ha
rd

en
in

g
pr

oc
es

s.
A

s
a

co
ns

eq
ue

nc
e,

fo
re

st
ha

rd
en

in
g

is
lik

el
y

to
be

te
m

pe
ra

tu
re

an
d

st
ra

in
-r

at
e

de
pe

nd
en

t.
In

su
ch

co
nd

iti
on

s,
it

is
m

or
e

co
nv

en
ie

nt
to

de
sc

rib
e

th
e

ju
nc

tio
n

st
re

ng
th

us
in

g
th

e
cr

iti
ca

l
di

st
an

ce
X

c
ra

th
er

th
an

th
e

le
ng

th
of

th
e

un
zi

pp
in

g
ar

m
,

`
u
.

In
de

ed
,X

c/
b

is
th

e
nu

m
be

r
of

ki
nk

s
nu

cl
ea

te
d

w
he

n
th

e
ju

nc
tio

n
un

zi
ps

.
A

s
ca

n
be

se
en

fr
om

fig
ur

e
1,

`
u

is
si

m
pl

y
th

e
le

ng
th

of
a

be
nt

no
n-

sc
re

w
se

gm
en

t.
IfR

is
th

e
cu

rv
at

ur
e

ra
di

us
of

th
e

la
tte

r,
si

m
pl

e
ge

om
et

ric
al

co
ns

id
er

at
io

ns
(c

ffi
gu

re
1)

le
ad

to` u
=
R
(π
/
2
−
θ c

)
an

dX
c
=
R
(1
−

si
n
θ c

).
B

y
el

im
in

at
in

g
th

e
cu

rv
at

ur
e

ra
di

us
be

tw
ee

n
th

es
e

tw
o

ex
pr

es
si

on
s,

on
e

ob
ta

in
s

a
si

m
pl

e
sc

al
in

g
re

la
tio

n
`

u

X
c
=
π
/
2
−
θ c

1
−

si
n
θ c

(4
)

an
d

(3
)c

an
th

en
be

re
w

rit
te

n
in

a
fo

rm
th

at
do

es
no

td
ep

en
d

on
th

e
de

ta
ils

of
th

e
lo

ca
lg

eo
m

et
ric

al
co

nfi
gu

ra
tio

n

β
′ =

τ u
X

c

µ
b
.

(5
)

In
th

e
fo

llo
w

in
g,

th
e

ju
nc

tio
n

st
re

ng
th

w
ill

be
de

fin
ed

by
th

e
co

ef
fic

ie
nt

β
′ .

A
s

th
e

cr
iti

ca
l

di
st

an
ce
X

c
is

no
td

ire
ct

ly
re

la
te

d
to

th
e

fo
re

st
de

ns
ity

,t
he

co
ns

ta
nc

y
of

th
e

ob
st

ac
le

st
re

ng
th

no
lo

ng
er

en
ta

ils
a

si
m

pl
e

re
la

tio
n

lik
e

th
e

on
e

fo
un

d
in

fc
c

cr
ys

ta
ls

.
T

he
de

st
ru

ct
io

n
of

a
ju

nc
tio

n
th

en
oc

cu
rs

w
he

n
th

e
di

st
an

ce
tr

av
el

le
d

by
a

sc
re

w
se

gm
en

t
re

ac
he

s
th

e
cr

iti
ca

lv
al

ueX
c
gi

ve
n

by
(5

).
To

im
pl

em
en

tt
hi

s
ru

le
,t

he
si

m
ul

at
io

n
m

us
tb

e
ab

le
to

tr
ac

k
th

e
in

st
an

ta
ne

ou
s

he
ig

ht
of

th
e

bo
w

ed
-o

ut
po

rt
io

ns
of

th
e

di
sl

oc
at

io
n

lin
es

(c
ffi

gu
re

1)
,

w
hi

ch
is

no
t

po
ss

ib
le

if
th

e
la

tte
r

ar
e

m
ad

e
up

of
se

ve
ra

l
di

sc
re

te
se

gm
en

ts
.

T
hu

s,
no

lin
e

te
ns

io
n

is
ap

pl
ie

d
to

th
e

no
n-

sc
re

w
se

gm
en

ts
,

so
th

at
th

e
la

tte
r

ag
gl

om
er

at
e

in
to

on
e

si
ng

le
ed

ge
se

gm
en

tw
ho

se
le

ng
th

is
m

ea
su

ra
bl

e.
T

he
re

su
lti

ng
co

nfi
gu

ra
tio

ns
ar

e
sh

ow
n

in
fig

ur
e

2
an

d
co

rr
es

po
nd

to
th

e
ty

pi
ca

la
pp

ro
xi

m
at

io
n

of
lo

w
-t

em
pe

ra
tu

re
be

ha
vi

ou
r,

as
di

sc
us

se
d

in
se

ct
io

n
4.

1.

S
im

u
la

tio
n

a
n

d
m

o
d

e
lli

n
g

o
ff

o
re

st
h

a
rd

e
n

in
g

in
b

cc
cr

ys
ta

ls
89

5

w
he

re
1
H

is
th

e
ac

tiv
at

io
n

en
th

al
py

fo
r

ki
nk

-p
ai

r
fo

rm
at

io
n,τ∗

is
th

e
ef

fe
ct

iv
e

st
re

ss
,k
is

th
e

B
ol

tz
m

an
n

co
ns

ta
nt

,T
is

th
e

ab
so

lu
te

te
m

pe
ra

tu
re

an
d

L
is

th
e

le
ng

th
of

th
e

sc
re

w
se

gm
en

ts
.

O
th

er
qu

an
tit

ie
s

en
te

rin
g

th
e

pr
ef

ac
to

r
ar

e
di

sc
us

se
d

in
[6

].
T

he
no

n-
sc

re
w

po
rt

io
ns

of
th

e
di

sl
oc

at
io

n
lin

es
ha

ve
a

gl
is

si
le

co
re

st
ru

ct
ur

e
an

d
a

m
ob

ili
ty

co
m

pa
ra

bl
e

to
th

at
of

di
sl

oc
at

io
ns

in
fc

c
cr

ys
ta

ls
,

w
hi

ch
is

or
de

rs
of

m
ag

ni
tu

de
la

rg
er

th
an

th
at

of
th

e
lo

ng
sc

re
w

se
gm

en
ts

.
A

co
nv

en
ie

nt
si

m
pl

ifi
ca

tio
n

co
ns

is
ts

,
th

en
,

of
no

t
ac

co
un

tin
g

fo
r

th
ei

r
fr

ee
-fl

ig
ht

tim
e

be
tw

ee
n

tw
o

ob
st

ac
le

s.
W

hi
le

th
is

ap
pr

ox
im

at
io

n
gr

ea
tly

en
ha

nc
es

th
e

ef
fic

ie
nc

y
of

th
e

D
D

si
m

ul
at

io
n

by
al

lo
w

in
g

us
e

of
la

rg
e

tim
e

st
ep

s
(1

0
−2

s)
,

it
lim

its
its

do
m

ai
n

of
va

lid
ity

to
th

e
do

m
ai

n
of

lo
w

te
m

pe
ra

tu
re

s,
i.e

.b
el

ow
th

e
cr

iti
ca

lt
em

pe
ra

tu
re

T
c.

M
or

e
de

ta
il

on
th

e
D

D
si

m
ul

at
io

n
of

bc
c

cr
ys

ta
ls

an
d

on
its

ap
pl

ic
at

io
n

to
de

fo
rm

at
io

n
in

si
ng

le
gl

id
e

co
nd

iti
on

s
ca

n
be

fo
un

d
in

[2
,6

].
T

he
nu

m
er

ic
al

co
nd

iti
on

s
us

ed
in

th
e

pr
es

en
tw

or
k

ar
e

gi
ve

n
in

se
ct

io
n

3.
D

ue
to

th
e

pa
rt

ic
ul

ar
ge

om
et

ry
of

th
e

di
sl

oc
at

io
n

co
nfi

gu
ra

tio
ns

in
bc

c
m

et
al

s
at

lo
w

te
m

pe
ra

tu
re

s
(c

ffi
gu

re
1)

,t
he

tr
ea

tm
en

to
fl

in
e

te
ns

io
n

re
qu

ire
s

so
m

e
ca

re
.

T
he

be
nt

po
rt

io
ns

of
th

e
di

sl
oc

at
io

n
lin

es
im

m
ob

ili
ze

d
at

fo
re

st
ob

st
ac

le
s

ar
e

pr
od

uc
ed

by
th

e
pi

lin
g

up
of

el
em

en
ta

ry
ki

nk
s.

T
he

y
ca

n
be

tr
ea

te
d

in
a

si
m

pl
e

m
an

ne
r

(c
f

se
ct

io
n

2.
3)

pr
ov

id
ed

th
at

th
e

cr
iti

ca
l

co
nd

iti
on

s
fo

rj
un

ct
io

n
de

st
ru

ct
io

n
ar

e
ad

eq
ua

te
ly

im
pl

em
en

te
d.

F
or

th
e

lo
ng

sc
re

w
di

sl
oc

at
io

n
lin

es
,

a
m

or
e

re
fin

ed
tr

ea
tm

en
t

is
ne

ed
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re
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d
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e

ha
rd

en
in

g1
τ

pr
od

uc
ed

in
bc

c
cr

ys
ta

ls
by

a
de

ns
ity

of
fo

re
st

ob
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.
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at
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ra
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d
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.
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w
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r
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e

on
e

as
so

ci
at

ed
,

on
av

er
ag

e,
w

ith
on

e
fo

re
st

ob
st

ac
le

,
1

/
ρ

f.
A

s
ill

us
tr

at
ed

by
fig

ur
e

8,
th

is
pr

oc
es

s
ca

n
oc

cu
r

in
tw

o
di

ffe
re

nt
m

an
ne

rs
.

T
he

ar
eaA

s
sw

ep
t

by
a

sc
re

w
se

gm
en

t
du

rin
g

its
in

te
ra

ct
io

n
w

ith
th

e
ob

st
ac

le
s

ca
n

be
vi

su
al

iz
ed

fr
om

fig
ur

e
1.

T
hi

s
ar

ea
ca

n
be

de
co

m
po

se
d

in
to

tw
o

te
rm

s,
on

e
st

em
m

in
g

fr
om

th
e

ar
ea

be
lo

w
th

e
sc

re
w

lin
e,

L
X

c,
th

e
ot

he
r

co
rr

es
po

nd
in

g
to

th
e

ar
ea

un
de

r
th

e
bo

w
ed

-o
ut

se
gm

en
ts

.
W

hi
le

an
ex

ac
t

ca
lc

ul
at

io
n

of
A

s
ca

n
ea

si
ly

be
pe

rf
or

m
ed

[1
3]
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at
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st

ob
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d

or
an

ni
hi

la
te

d
at

ot
he

r
bo

w
ed

-o
ut

se
gm

en
ts

.
T

hi
s

co
rr

es
po

nd
s
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e
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A
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=

1/
ρ

f
(6

)

S
im

u
la

tio
n

a
n

d
m

o
d
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.
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fe

ct
.

T
hi

s
is

es
se

nt
ia

lly
a

co
ns

eq
ue

nc
e

of
th
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n
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T

hi
s

pr
ed

ic
tio

n
w
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d
an

d
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e
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w
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e
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at
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e
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n
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w
st
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t
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e
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ob
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e
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o
te

m
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re
s

in
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m
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th
at
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e
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ut
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n
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re
st
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rd

en
in

g
to
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e
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w
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in
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e
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fe
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e
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r
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a
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nt
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.
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de
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w
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ffe
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e
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n
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e
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w

st
re
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d
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e
ef
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at
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in
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at
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at
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at
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ra
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at
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d
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at
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e
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tt

he
n

ha
ve

a
di

ffe
re

nt
de

pe
nd

en
ce

(a
ct

ua
lly

a
lo

ga
rit

hm
ic

on
e,

as
sh

ow
n

be
lo

w
),

si
nc

e
th

e
lin

ea
r

ba
ck

ex
tr

ap
ol

at
io

n
of

th
e

to
ta

lh
ar

de
ni

ng
to

ze
ro

ob
st

ac
le

de
ns

ity
do

es
no

tp
as

s
th

ro
ug

h
th

e
or

ig
in

.
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M
Ta

n
g

e
ta

l

H
er

e,
it

w
as

as
su

m
ed

th
at

th
e

st
ra

in
ra

te
se

ns
iti

vi
ty

S
do

es
no

t
si

gn
ifi

ca
nt

ly
di

ffe
r

fr
om

its
va

lu
e

in
th

e
re

fe
re

nc
e

st
at

eS 0
.

W
ith

th
e

he
lp

of
th

e
ex

pr
es

si
on

de
fin

in
g

th
e

ju
nc

tio
n

st
re

ng
th

(e
qu

at
io

n
(5

))
an

d
th

at
of

th
e

ge
om

et
ric

al
re

la
tio

n
(6

),
th

e
le

ng
th

of
th

e
sc

re
w

se
gm

en
ts

ca
n

be
ex

pr
es

se
d

as
a

fu
nc

tio
n

of
th

e
de

ns
ity

of
fo

re
st

ob
st

ac
le

s,
L
=
τ a

0/
β
′ µ
bρ

f.
T

he
fo

re
st

ha
rd

en
in

g
is

th
en

w
rit

te
n

as

1
τ
=
S

0
ln

( ρ f ρ
f0

) +
k
µ
µ
ρ

f

τ a
0ρ

0
(1

1)

w
he

re
ρ

0
=

1/
β
′ b

2
is

a
sc

al
in

g
de

ns
ity

th
at

de
pe

nd
s

on
th

e
ob

st
ac

le
st

re
ng

th
an

d
ρ

f0
=

b
τ a

0ρ
0
/
µ
L

0
is

th
e

va
ni

sh
in

gl
y

sm
al

lo
bs

ta
cl

e
de

ns
ity

co
rr

es
po

nd
in

g
to

an
av

er
ag

e
fr

ee
-le

ng
th

L
0

of
th

e
sc

re
w

se
gm

en
ts

.
T

he
di

m
en

si
on

le
ss

co
ef

fic
ie

nt
k

is
pr

ac
tic

al
ly

a
co

ns
ta

nt
at

a
fix

ed
te

m
pe

ra
tu

re
an

d
de

pe
nd

s
on

te
m

pe
ra

tu
re

th
ro

ug
h

th
e

st
re

ss
de

pe
nd

en
ce

of
th

e
cr

iti
ca

ll
en

gt
h

X
c

(c
f

eq
ua

tio
n

(2b
))

.
W

e
se

e
th

at
fo

re
st

ha
rd

en
in

g
in

bc
c

m
et

al
s

at
lo

w
te

m
pe

ra
tu

re
s

is
a

co
m

bi
na

tio
n

of
tw

o
co

nt
rib

ut
io

ns
:

(i)
a

lo
ga

rit
hm

ic
te

rm
,w

hi
ch

st
em

s
fr

om
th

e
pr

op
or

tio
na

lit
y

of
th

e
sc

re
w

se
gm

en
t

ve
lo

ci
tie

s
to

th
ei

r
le

ng
th

.
T

hi
s

fr
ee

-le
ng

th
ef

fe
ct

ha
s

be
en

di
sc

us
se

d
by

Lo
uc

he
te

t
a

l[
12

]:
(ii

)
a

pr
ac

tic
al

ly
lin

ea
r

lin
e

te
ns

io
n

co
nt

rib
ut

io
n,

si
m

ila
r

to
th

e
on

e
co

ns
id

er
ed

by
R

au
ch

[1
3]

.
A

m
or

e
ac

cu
ra

te
,b

ut
m

or
e

co
m

pl
ex

,f
or

m
fo

rt
he

to
ta

lh
ar

de
ni

ng
ca

n
be

ob
ta

in
ed

by
re

la
xi

ng
so

m
e

of
th

e
ap

pr
ox

im
at

io
ns

re
le

va
nt

to
th

e
lo

w
-t

em
pe

ra
tu

re
re

gi
m

e.
H

ow
ev

er
,

it
m

us
t

be
ke

pt
in

m
in

d
th

at
as

so
on

as
th

e
fo

re
st

ha
rd

en
in

g
is

no
lo

ng
er

sm
al

l
co

m
pa

re
d

to
th

e
yi

el
d

st
re

ss
,t

he
de

fo
rm

ed
sp

ec
im

en
en

te
rs

th
e

m
ix

ed
re

gi
m

e
w

he
re

bo
th

lin
e

te
ns

io
n

an
d

la
tti

ce
fr

ic
tio

n
go

ve
rn

th
e

m
ec

ha
ni

ca
lp

ro
pe

rt
ie

s.
E

qu
at

io
n

(1
1)

co
nt

ai
ns

tw
o

qu
an

tit
ie

s
re

la
te

d
to

th
e

re
fe

re
nc

e
st

at
e

th
at

ar
e

st
ro

ng
ly

te
m

pe
ra

tu
re

de
pe

nd
en

t.
O

ne
is

th
e

re
fe

re
nc

e
st

re
ss

τ a
0

w
ho

se
te

m
pe

ra
tu

re
an

d
st

ra
in

ra
te

de
pe

nd
en

ce
is

si
m

ila
r

to
th

at
of

th
e

yi
el

d
st

re
ss

of
th

e
bc

c
cr

ys
ta

lc
on

si
de

re
d.

T
he

ot
he

r
is

th
e

st
ra

in
ra

te
se

ns
iti

vi
ty

,S 0
,w

hi
ch

go
ve

rn
s

th
e

fr
ee

-le
ng

th
co

m
po

ne
nt

of
ha

rd
en

in
g.

T
he

re
fo

re
,

a
se

co
nd

ch
ar

ac
te

ris
tic

fe
at

ur
e

of
th

e
lo

w
-t

em
pe

ra
tu

re
fo

re
st

ha
rd

en
in

g
in

bc
c

cr
ys

ta
ls

is
its

se
ns

iti
vi

ty
to

st
ra

in
ra

te
an

d
te

m
pe

ra
tu

re
.

4
.4

.
N

u
m

e
ri
ca

lc
h

e
ck

s
a

n
d

p
re

d
ic

tio
n

s

In
a

fir
st

st
ep

,
th

e
si

m
ul

at
io

n
re

su
lts

ar
e

ch
ec

ke
d

w
ith

th
e

he
lp

of
(1

1)
.

T
he

fr
ee

-le
ng

th
co

nt
rib

ut
io

n
is

ca
lc

ul
at

ed
by

es
tim

at
in

g
th

e
fr

ee
-le

ng
th
L

fr
om

th
e

ge
om

et
ric

al
re

la
tio

n
of

(6
),

ta
ki

ng
th

e
cr

iti
ca

ld
is

ta
nc

e
va

lu
es

fr
om

th
e

si
m

ul
at

io
n.

T
he

st
ra

in
ra

te
se

ns
iti

vi
tie

s
in

th
e

re
fe

re
nc

e
st

at
e

ar
e

ca
lc

ul
at

ed
fr

om
th

e
A

rr
he

ni
us

fo
rm

de
sc

rib
in

g
th

e
m

ob
ili

ty
of

th
e

sc
re

w
se

gm
en

ts
(1

),
or

al
te

rn
at

iv
el

y
m

ea
su

re
d

fr
om

th
e

si
m

ul
at

io
n

in
th

e
re

fe
re

nc
e

co
nd

iti
on

s.
In

bo
th

ca
se

sS
0
=

3.
17

M
P

a
at

16
0

K
an

d
3.

61
M

P
a

at
21

5
K

.
A

s
fa

ra
s

th
e

lin
e

te
ns

io
n

co
nt

rib
ut

io
n

is
co

nc
er

ne
d,

it
ca

n
be

es
tim

at
ed

fr
om

th
e

si
m

ul
at

io
n

w
hi

ch
yi

el
ds

a
gl

ob
al

av
er

ag
e

ov
er

al
lt

he
in

st
an

ta
ne

ou
s

co
nfi

gu
ra

tio
ns

.
A

n
ex

ac
tc

al
cu

la
tio

n
w

ou
ld

be
qu

ite
co

m
pl

ex
,s

in
ce

it
sh

ou
ld

in
vo

lv
e

a
st

at
is

tic
al

st
ud

y
of

th
e

le
ng

th
s

of
th

e
ed

ge
-

se
gm

en
ts

le
ng

th
sX

1
an

dX
2

th
at

ar
e

ne
ar

es
tn

ei
gh

bo
ur

s
of

a
sc

re
w

se
gm

en
t(

cf
eq

ua
tio

n
(2

b
))

an
d

of
th

e
fr

ee
-le

ng
th

sL
(t

he
av

er
ag

e
of

1/L
is

no
t

th
at

of
L

).
H

er
e,

w
e

ta
ke

ad
va

nt
ag

e
of

th
e

si
m

ul
at

io
n

re
su

lts
to

fix
th

e
va

lu
e

of
on

e
un

kn
ow

n
co

ef
fic

ie
nt

of
st

at
is

tic
al

or
ig

in
.

W
e

ca
n

as
su

m
e

th
at

th
e

av
er

ag
e

va
lu

es
of
X

1
an

d
X

2
ar

e
ab

ou
tX

c/
2.

T
he

n
an

ef
fe

ct
iv

e
va

lu
e,k

ef
f,

is
de

fin
ed

to
ta

ke
in

to
ac

co
un

ti
n

(2b)
th

e
flu

ct
ua

tio
ns

in
th

e
le

ng
th

s
of

th
e

sc
re

w
se

gm
en

ts
.

A
t

th
e

tw
o

te
m

pe
ra

tu
re

s
in

ve
st

ig
at

ed
,i

ti
s

fo
un

d
th

at
th

is
in

tr
od

uc
es

a
co

ns
ta

nt
fa

ct
or

of
1 3
.

H
en

ce
,

(2
b
)

is
re

w
rit

te
n

in
th

e
fo

rm

k
ef

f
=

1 3

1

4π
(1
−
ν
)

[ 2
ln

( X c b

) +
3
−

2ν

2(
1
−
ν
)

] .
(1

2)

S
im

u
la

tio
n

a
n

d
m

o
d

e
lli

n
g

o
ff

o
re

st
h

a
rd

e
n

in
g

in
b

cc
cr

ys
ta

ls
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T
hi

s
ge

om
et

ric
al

re
la

tio
n

sh
ou

ld
ho

ld
irr

es
pe

ct
iv

e
of

te
m

pe
ra

tu
re

an
d

w
as

ch
ec

ke
d

fr
om

in
si

tu
ex

pe
rim

en
ts

[1
2]

.
T

he
pr

es
en

t
si

m
ul

at
io

ns
co

nfi
rm

th
is

re
su

lt
(c

f
fig

ur
e

5)
an

d
co

nfi
rm

th
at

th
e

ar
ea

sA
e

an
d
A

s
yi

el
d

pr
ac

tic
al

ly
id

en
tic

al
co

nt
rib

ut
io

ns
to

th
e

to
ta

ls
tr

ai
n

(c
fs

ec
tio

n
3.

2)
.

T
he

lo
ca

l
st

re
ss

in
du

ci
ng

th
e

cu
rv

at
ur

e
of

th
e

no
n-

sc
re

w
se

gm
en

ts
(c

f
eq

ua
tio

n
5)

ca
n

be
as

si
m

ila
te

d
to

th
e

ex
te

rn
al

st
re

ssτ a
.

T
hi

s
is

fu
lly

ju
st

ifi
ed

at
lo

w
te

m
pe

ra
tu

re
si

nc
e

th
e

el
as

tic
in

te
ra

ct
io

n
st

re
ss

es
do

no
ts

ig
ni

fic
an

tly
co

nt
rib

ut
e

to
th

e
flo

w
st

re
ss

.
It

fo
llo

w
s

th
at

th
e

av
er

ag
e

le
ng

th
of

th
e

sc
re

w
se

gm
en

ts
,

L
,i

s
go

ve
rn

ed
by

th
e

ob
st

ac
le

de
ns

ity
an

d
by

th
e

cr
iti

ca
l

di
st

an
ce

,t
he

la
tte

r
de

pe
nd

in
g

on
bo

th
th

e
ju

nc
tio

n
st

re
ng

th
an

d
th

e
ap

pl
ie

d
st

re
ss

.
M

or
eo

ve
r,

th
e

va
lu

e
of
L

is
al

so
re

la
te

d
to

th
e

ef
fe

ct
iv

e
st

re
ss

on
th

e
sc

re
w

se
gm

en
ts

th
ro

ug
h

th
e

ra
te

eq
ua

tio
n

(1
)

de
sc

rib
in

g
th

e
m

ob
ili

ty
of

th
e

la
tte

r.

4
.2

.
R

a
te

e
q

u
a

tio
n

T
he

to
ta

l
le

ng
th

of
a

di
sl

oc
at

io
n

lin
e,

of
in

iti
al

ly
sc

re
w

ch
ar

ac
te

r,
pr

op
ag

at
in

g
th

ro
ug

h
th

e
fo

re
st

ob
st

ac
le

s
ca

n,
in

pr
ac

tic
e,

be
co

ns
id

er
ed

as
a

co
ns

ta
nt

,i
rr

es
pe

ct
iv

e
of

th
e

de
ns

ity
of

th
e

fo
re

st
.

T
hi

s
is

eq
ui

va
le

nt
to

as
su

m
in

g
lo

w
-t

em
pe

ra
tu

re
co

nd
iti

on
s

su
ch

th
at

m
os

to
ft

he
m

ob
ile

de
ns

ity
is

of
sc

re
w

ch
ar

ac
te

r.
In

ad
di

tio
n,

th
e

co
nt

rib
ut

io
n

of
no

n-
sc

re
w

an
d

sc
re

w
di

sl
oc

at
io

ns
to

th
e

to
ta

ls
tr

ai
n

ra
te

is
a

co
ns

ta
nt

an
d

of
th

e
sa

m
e

va
lu

e
as

sh
ow

n
by

th
e

si
m

ul
at

io
ns

(s
ec

tio
n

3.
2)

.
T

he
n,

it
is

eq
ui

va
le

nt
to

im
po

se
ei

th
er

th
e

to
ta

l
st

ra
in

ra
te

,
or

th
e

gl
ob

al
ve

lo
ci

ty
of

th
e

di
sl

oc
at

io
n

lin
e

or
th

e
ve

lo
ci

ty
of

in
di

vi
du

al
sc

re
w

se
gm

en
ts

of
av

er
ag

e
le

ng
th

.
In

th
e

A
rr

he
ni

us
ra

te
eq

ua
tio

n
(1

),
th

e
ef

fe
ct

iv
e

st
re

ss
on

sc
re

w
di

sl
oc

at
io

ns
is

th
e

al
ge

br
ai

c
su

m
of

th
e

ap
pl

ie
d

st
re

ss
an

d
of

th
e

lin
e

te
ns

io
n

st
re

ss
as

gi
ve

n
by

(2
),

τ
∗
=
τ a

+
τ 0

(n
ot

ic
e

th
at

th
e

lin
e

te
ns

io
n

st
re

ss
is

in
fa

ct
ne

ga
tiv

e)
.

S
in

ce
th

e
lin

e
te

ns
io

n
st

re
ss

is
a

sm
al

lc
on

tr
ib

ut
io

n
to

th
e

flo
w

st
re

ss
,t

he
ac

tiv
at

io
n

en
er

gy
ca

n
be

ex
pa

nd
ed

in
th

e
fo

rm

v
a
∝
L

ex
p( −1

H
(τ

a)

k
T

) ex
p( τ 0 s S

)
(7

)

w
he

re
S

is
th

e
st

ra
in

ra
te

se
ns

iti
vi

ty
(
S
=
k
T
/
V

,
w

he
re
V

is
th

e
co

rr
es

po
nd

in
g

ac
tiv

at
io

n
vo

lu
m

e
fo

r
ki

nk
-p

ai
r

fo
rm

at
io

n,
cf

[6
])

.

4
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.
Fo

re
st

h
a

rd
e

n
in

g

T
he

ha
rd

en
in

g
du

e
to

a
fo

re
st

de
ns

ityρ f
ca

n
be

es
tim

at
ed

by
co

m
pa

ris
on

w
ith

th
e

re
fe

re
nc

e
st

at
e

di
sc

us
se

d
in

se
ct

io
n

3.
2.

T
he

la
tte

r
is

an
ap

pr
ox

im
at

io
n

of
th

e
ob

st
ac

le
-f

re
e

cr
ys

ta
lw

ith
a

la
rg

e
fr

ee
-le

ng
th

of
th

e
sc

re
w

se
gm

en
ts
L

0
.

T
he

co
rr

es
po

nd
in

g
lin

e
te

ns
io

n
st

re
ss

is
th

en
sm

al
la

nd
it

ca
n

be
ne

gl
ec

te
d.

D
en

ot
in

g
byτ a

0
th

e
re

fe
re

nc
e

st
re

ss
,w

e
ha

ve

v
a
∝
L

0
ex

p( −1
H
(τ

a0
)

k
T

)
(8

)

C
om

bi
ni

ng
(7

)
an

d
(8

),
w

e
ob

ta
in

1
H
(τ

a)
−
1
H
(τ

a0
)

k
T

=
ln

( L 0 L

) −
τ 0
s

S
.

(9
)

Va
rio

us
co

ef
fic

ie
nt

s
en

te
rin

g
th

e
pr

ef
ac

to
r

of
th

e
A

rr
he

ni
us

eq
ua

tio
n

va
ni

sh
,

so
th

at
it

is
no

t
ne

ce
ss

ar
y

to
co

ns
id

er
th

ei
r

po
ss

ib
le

st
re

ss
de

pe
nd

en
ce

.
T

hi
s

ex
pr

es
si

on
ca

n
be

si
m

pl
ifi

ed
by

ex
pa

nd
in

g
th

e
ac

tiv
at

io
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re
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ra
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us

pr
od

uc
in

g
a

la
rg

e
de

ns
ity

of
im

m
ob

ile
(f

or
es

t)
sc

re
w

di
sl

oc
at

io
ns

in
al

lo
f

th
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d
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p
re
se
n
te
d

a
n
d
d
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ca
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b
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d
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h
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d
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h
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d
el
).
D
u
e
to

th
e
re
d
u
ct
io
n
in

th
e

n
u
m
b
er

o
f
d
eg
re
es

o
f
fr
ee
d
o
m

re
su
lt
in
g
fr
o
m

th
e

d
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p
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p
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d
is
lo
ca
ti
o
n
ce
ll
.
T
h
e
b
a
si
c
p
ri
n
-

ci
p
le
s
o
f
th
es
e
th
re
e-
d
im

en
si
o
n
a
l
(3
-D

)
si
m
u
la
ti
o
n
s

ca
n
b
e
fo
u
n
d
in

se
v
er
a
l
re
fe
re
n
ce
s
[6
–
9
]
a
n
d
w
il
l

n
o
t
b
e
d
et
a
il
ed

h
er
e.

A
s
fa
r
a
s
el
a
st
ic

p
ro
p
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p
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h
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r
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h
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l
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e
sh
ea
r
m
o
d
u
lu
s)
a
n
d
th
e
re
so
lv
ed

a
p
p
li
ed

st
re
ss
.

T
h
e
m
o
b
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b
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b
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d
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in
ly

a
p
p
li
es

to
a
n

f.
c.
c.

cr
y
st
a
l
w
it
h

a
h
ig
h

st
a
ck
in
g

fa
u
lt

en
er
g
y

(S
F
E
)
li
k
e

a
lu
m
in
u
m
.
S
ev
er
a
l
a
rg
u
m
en
ts

sh
o
w

th
a
t
th
is

si
m
p
li
fy
in
g

a
ss
u
m
p
ti
o
n

a
ls
o

a
p
p
li
es

to

cr
y
st
a
ls
o
f
lo
w
er

S
F
E
li
k
e
co
p
p
er
,
o
r
ev
en

si
lv
er
,
a
s

fa
r
a
s
ju
n
ct
io
n
p
ro
p
er
ti
es

a
re

co
n
ce
rn
ed
.
F
o
r
in
-

st
a
n
ce
,
a
d
et
a
il
ed

co
m
p
a
ri
so
n
o
f
th
e
cr
it
ic
a
l
st
re
ss

fo
r
th
e
u
n
zi
p
p
in
g
o
f
L
o
m
er
–
C
o
tt
re
ll
lo
ck
s
sh
o
w
s

th
a
t
v
er
y
si
m
il
a
r
v
a
lu
es

a
re

fo
u
n
d
b
y
a
to
m
is
ti
c
a
n
d

D
D

si
m
u
la
ti
o
n
s
a
n
d

b
y

D
D

si
m
u
la
ti
o
n
s
o
f
th
e

co
rr
es
p
o
n
d
in
g
n
o
n
-d
is
so
ci
a
te
d

co
n
fi
g
u
ra
ti
o
n
,
th
e

L
o
m
er

lo
ck

[1
1
,1
2
].

T
h
e

fa
ct

th
a
t
th
e

ju
n
ct
io
n

st
re
n
g
th

is
n
o
t
se
n
si
ti
v
e
to

th
e
co
re

st
ru
ct
u
re

is
a
ls
o

co
n
si
d
er
ed

a
s
a
n

ex
p
la
n
a
ti
o
n

fo
r
th
e
re
la
ti
v
e
in
-

se
n
si
ti
v
it
y
o
f
st
a
g
e
II

h
a
rd
en
in
g
in

f.
c.
c.

cr
y
st
a
ls
to

th
e
v
a
lu
e
o
f
th
e
S
F
E
.

In
th
e
p
re
se
n
t
si
m
u
la
ti
o
n
s,
th
e
o
n
ly

m
ec
h
a
n
is
m

b
y
w
h
ic
h
d
is
lo
ca
ti
o
n
s
ca
n
m
o
v
e
o
u
t
o
f
th
ei
r
sl
ip

p
la
n
e
is
th
e
cr
o
ss
-s
li
p
o
f
sc
re
w

d
is
lo
ca
ti
o
n
s.
C
ro
ss
-

sl
ip

is
im

p
le
m
en

te
d
in

a
st
o
ch
a
st
ic

m
a
n
n
er

v
ia

a
n

A
rr
h
en
iu
s-
li
k
e
p
ro
b
a
b
il
it
y
la
w
,
w
h
ic
h
a
cc
o
u
n
ts
fo
r

it
s
th
er
m
a
ll
y
a
ct
iv
a
te
d
ch
a
ra
ct
er
.
A

si
m
p
li
fi
ed

fo
rm

fo
r
th
e
a
ct
iv
a
ti
o
n
en
er
g
y
is

d
er
iv
ed

fr
o
m

th
e
F
ri
-

ed
el
–
E
sc
a
ig

m
ec
h
a
n
is
m

(s
ee

e.
g
.
[1
3
])
,
in

a
g
re
e-

m
en
t
w
it
h
m
o
re

re
ce
n
t
a
to
m
is
ti
c
si
m
u
la
ti
o
n
s
[1
4
].

It
d
ep
en
d
s
o
n
th
e
lo
ca
l
eff
ec
ti
v
e
st
re
ss
es

o
n
th
e
sl
ip

a
n
d
cr
o
ss
-s
li
p
p
la
n
es

a
n
d
o
n
th
e
S
F
E

o
f
th
e
m
a
-

te
ri
a
l
th
ro
u
g
h
th
e
v
a
lu
e
o
f

s I
II
.
T
h
e
w
a
y
th
is
lo
ca
l

ru
le

is
n
u
m
er
ic
a
ll
y
im

p
le
m
en
te
d
is

th
e
sa
m
e
in

a
ll

v
er
si
o
n
s
o
f
th
e
D
D

si
m
u
la
ti
o
n
s
[6
,9
,1
5
].

T
h
e

in
it
ia
l
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re

is
m
a
d
e

u
p

o
f
a
n

in
it
ia
ll
y
ra
n
d
o
m

d
is
tr
ib
u
ti
o
n
o
f
so
u
rc
e
se
g
m
en
ts
,

to
w
h
ic
h
a
p
re
st
ra
in

a
n
d
a
fu
rt
h
er

re
la
x
a
ti
o
n
a
re

so
m
et
im

es
a
p
p
li
ed

to
si
m
u
la
te

a
n
n
ea
le
d

m
ic
ro
-

st
ru
ct
u
re
s.

T
h
e
m
o
d
el

cr
y
st
a
l
is

d
ef
o
rm

ed
w
it
h
a

co
n
st
a
n
t
im

p
o
se
d

st
ra
in

ra
te
,
ty
p
ic
a
ll
y

2
0

s�
1
,

a
lo
n
g
a
[0
0
1
]
st
re
ss

a
x
is

(s
p
ec
ifi
c
d
et
a
il
s
w
il
l
b
e

g
iv
en

b
el
o
w

fo
r

ea
ch

se
t
o
f
n
u
m
er
ic
a
l
ex
p
er
i-

m
en
ts
).
T
h
e
b
o
u
n
d
a
ry

co
n
d
it
io
n
s
a
re

ei
th
er

th
o
se

o
f
fr
ee

su
rf
a
ce
s
(E
d
g
e–
S
cr
ew

m
o
d
el
)
o
r
p
er
io
d
ic

b
o
u
n
d
a
ry

co
n
d
it
io
n
s
[9
,1
6
]
fo
r
th
e
M
ix
ed

m
o
d
el
.

In
w
h
a
t
fo
ll
o
w
s,
th
e
te
m
p
er
a
tu
re

is
fi
x
ed

to
a
b
o
u
t

4
0
0
K
,
th
e
el
a
st
ic
co
n
st
a
n
ts
o
f
th
e
m
a
te
ri
a
l
a
n
d
th
e

cr
o
ss
-s
li
p

p
ro
p
er
ti
es

b
ei
n
g

th
o
se

o
f
co
p
p
er
.
F
i-

n
a
ll
y
,
o
n
e
m
a
y
k
ee
p
in

m
in
d
th
a
t
lo
ca
l
la
tt
ic
e
ro
-

ta
ti
o
n
s
a
re

n
o
t
ta
k
en

in
to

a
cc
o
u
n
t
in
to

th
es
e
D
D

si
m
u
la
ti
o
n
s.

3
.
J
u
n
ct
io
n
s
a
n
d
d
is
lo
ca
ti
o
n
s
st
o
ra
g
e

In
a
cr
y
st
a
l
d
ef
o
rm

ed
in

m
u
lt
is
li
p

co
n
d
it
io
n
s,

d
is
lo
ca
ti
o
n
st
o
ra
g
e
o
cc
u
rs

th
ro
u
g
h
th
e
in
te
ra
ct
io
n

o
f
g
li
d
in
g
d
is
lo
ca
ti
o
n
s
w
it
h
st
ro
n
g
fo
re
st
o
b
st
a
cl
es
,

p
a
rt
ic
u
la
rl
y

a
tt
ra
ct
iv
e

ju
n
ct
io
n
s.

T
h
e

co
n
d
it
io
n
s

fo
r
th
e
fo
rm

a
ti
o
n

a
n
d

d
es
tr
u
ct
io
n

o
f
th
e
th
re
e

ty
p
es

o
f
ju
n
ct
io
n
s
b
et
w
ee
n
p
er
fe
ct

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
in

6
9
0

R
.
M
a
d
ec
et
a
l.
/
S
cr
ip
ta
M
a
te
ri
a
li
a
4
7
(
2
0
0
2
)
6
8
9
–
6
9
5

S
im

u
la
ti
o
n
o
f
d
is
lo
ca
ti
o
n
p
a
tt
er
n
s
in

m
u
lt
is
li
p

R
.
M
a
d
ec
,
B
.
D
ev
in
cr
e,

L
.P
.
K
u
b
in

*

L
a
b
o
ra
to
ir
e
d
�E
tu
d
e
d
es
M
ic
ro
st
ru
ct
u
re
s,
C
N
R
S
-O
N
E
R
A
(
O
M
)
,
2
9
A
v.
d
e
la
D
iv
is
io
n
L
ec
le
rc
,
B
P
7
2
,
9
2
3
2
2
C
h
âat
il
lo
n
C
ed
ex
,
F
ra
n
ce

A
cc
ep
te
d
1
2
A
p
ri
l
2
0
0
2

A
b
st
ra
ct

D
is
lo
ca
ti
o
n
d
y
n
a
m
ic
s
si
m
u
la
ti
o
n
s
o
f
m
u
lt
ip
le
sl
ip

in
f.
c.
c.
cr
y
st
a
ls
le
a
d
to

th
e
fo
rm

a
ti
o
n
o
f
p
a
tt
er
n
ed

m
ic
ro
st
ru
ct
u
re
s.

T
h
e
m
ec
h
a
n
is
m
s
p
a
rt
ic
ip
a
ti
n
g
to

d
is
lo
ca
ti
o
n
st
o
ra
g
e
a
n
d
d
y
n
a
m
ic

re
co
v
er
y
a
re

in
v
es
ti
g
a
te
d
a
n
d
d
is
cu
ss
ed
.
C
ro
ss
-s
li
p

a
n
d
sh
o
rt
-r
a
n
g
e
in
te
ra
ct
io
n
s
a
re

fo
u
n
d
to

g
o
v
er
n
th
e
b
if
u
rc
a
ti
o
n
fr
o
m

u
n
if
o
rm

to
o
rd
er
ed

m
ic
ro
st
ru
ct
u
re
s.

�
2
0
0
2
A
ct
a
M
a
te
ri
a
li
a
In
c.

P
u
b
li
sh
ed

b
y
E
ls
ev
ie
r
S
ci
en
ce

L
td
.
A
ll
ri
g
h
ts

re
se
rv
ed
.

K
ey
w
o
rd
s:

D
is
lo
ca
ti
o
n
s;
C
el
l
st
ru
ct
u
re
s;
C
ro
ss
-s
li
p
;
Ju
n
ct
io
n
s;
D
y
n
a
m
ic

re
co
v
er
y

1
.
In
tr
o
d
u
ct
io
n

N
u
m
er
ic
a
l
si
m
u
la
ti
o
n
s
ca
n
p
ro
v
id
e
a
n
o
ri
g
in
a
l

in
si
g
h
t
in
to

th
e

m
ec
h
a
n
is
m
s
o
f
d
is
lo
ca
ti
o
n

ce
ll

fo
rm

a
ti
o
n
in

f.
c.
c.

cr
y
st
a
ls
.
D
is
lo
ca
ti
o
n
d
y
n
a
m
ic
s

(D
D
)
si
m
u
la
ti
o
n
s
a
re

a
t
p
re
se
n
t
li
m
it
ed

to
sm

a
ll

st
ra
in
s,
<
1
%
,
a
n
d
sm

a
ll
m
o
d
el
v
o
lu
m
es
.
T
h
u
s,
th
is

a
p
p
ro
a
ch

d
o
es

n
o
t
p
er
m
it
to

ch
ec
k
th
e
o
cc
u
rr
en
ce

o
f
si
m
il
it
u
d
e

o
r
se
lf
-s
im

il
a
ri
ty

p
ro
p
er
ti
es

in
th
e

m
ic
ro
st
ru
ct
u
re
s.

It
a
ll
o
w
s,

n
ev
er
th
el
es
s,

to
ex
a
m
-

in
e
th
e
re
sp
ec
ti
v
e
co
n
tr
ib
u
ti
o
n
s
fr
o
m

v
a
ri
o
u
s
d
is
-

lo
ca
ti
o
n
p
ro
ce
ss
es

to
th
e
em

er
g
en
ce

o
f
d
is
lo
ca
ti
o
n

p
a
tt
er
n
s
w
it
h
o
u
t
m
a
k
in
g
st
ro
n
g
a
ss
u
m
p
ti
o
n
s.

F
ro
m

ea
rl
y

tr
a
n
sm

is
si
o
n

el
ec
tr
o
n

m
ic
ro
sc
o
p
y

st
u
d
ie
s,
it
is
k
n
o
w
n
th
a
t
ce
ll
st
ru
ct
u
re
s
fo
rm

a
t
th
e

o
n
se
t
o
f
st
a
g
e
II
I
o
f
th
e
d
ef
o
rm

a
ti
o
n

o
f
si
n
g
le

cr
y
st
a
ls
,
o
r
a
t
sm

a
ll
st
ra
in
s
in

m
u
lt
is
li
p
co
n
d
it
io
n
s

[1
,2
].
T
h
es
e
la
st
co
n
d
it
io
n
s
a
re
,
th
er
ef
o
re
,
th
e
m
o
st

su
it
ed

fo
r
D
D

si
m
u
la
ti
o
n
s.
T
h
re
e
m
a
jo
r
co
n
tr
ib
u
-

ti
o
n
s
to

p
a
tt
er
n
in
g
h
a
v
e
b
ee
n
d
is
cu
ss
ed

in
th
e
li
t-

er
a
tu
re

a
n
d
a
re

ex
a
m
in
ed

in
th
e
p
re
se
n
t
w
o
rk
.
A
s

em
p
h
a
si
ze
d
b
y
K
o
ck
s
[3
],
th
e
st
o
ra
g
e
o
f
im

m
o
b
il
e

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
is

d
u
e
to

st
ro
n
g

in
te
ra
ct
io
n
s
o
f
th
e

m
o
b
il
e
d
is
lo
ca
ti
o
n
s
w
it
h
a
‘‘
fo
re
st
’’
o
f
in
te
rs
ec
ti
n
g

d
is
lo
ca
ti
o
n
s.

T
h
e
cr
o
ss
-s
li
p
m
ec
h
a
n
is
m

h
a
s
o
ft
en

(b
u
t
n
o
t
a
lw
a
y
s)
b
ee
n
a
ss
u
m
ed

to
b
e
re
sp
o
n
si
b
le
fo
r

th
e

te
m
p
er
a
tu
re

d
ep
en
d
en
ce

o
f

s I
II
,
th
e

cr
it
ic
a
l

st
re
ss

fo
r
th
e
o
n
se
t
o
f
st
a
g
e
II
I,

i.
e.
,
fo
r
d
y
n
a
m
ic

re
co
v
er
y
.
W
it
h
in

th
is
v
ie
w
,
th
e
re
la
x
a
ti
o
n
o
f
in
te
r-

n
a
l
st
re
ss
es

th
a
t
ch
a
ra
ct
er
iz
es

st
a
g
e
II
I
b
eh
a
v
io
r
is

a
tt
ri
b
u
te
d

to
th
e
m
u
tu
a
l
a
n
n
ih
il
a
ti
o
n

o
f
m
o
b
il
e

sc
re
w
d
is
lo
ca
ti
o
n
s
w
it
h
im

m
o
b
il
e
o
n
es
.
In

co
n
tr
a
st
,

co
n
ti
n
u
u
m

sp
a
ti
o
-t
em

p
o
ra
l
m
o
d
el
s
te
n
d

to
p
ro
-

p
o
se

g
en
er
a
l
ex
p
la
n
a
ti
o
n
s
fo
r
th
e
fo
rm

a
ti
o
n

o
f

d
is
lo
ca
ti
o
n

ce
ll
s.

In
th
e

d
et
er
m
in
is
ti
c

m
o
d
el

b
y

K
ra
to
ch
v�
ııl
a
n
d
O
rl
o
v
� aa
[4
],
a
n
in
te
rn
a
l
b
en
d
in
g
ty
p
e

o
f
in
st
a
b
il
it
y
is

in
v
o
k
ed
,
w
h
er
ea
s
a
m
o
re

re
ce
n
t

st
a
ti
st
ic
a
l
m
o
d
el

p
o
in
ts

o
u
t
a
t
lo
n
g
-r
a
n
g
e
st
re
ss

fl
u
ct
u
a
ti
o
n
s
a
s
a
p
o
ss
ib
le

ca
u
se

o
f
p
a
tt
er
n
in
g
,
b
y

a
n
a
lo
g
y
w
it
h
n
o
is
e-
in
d
u
ce
d
p
h
a
se

tr
a
n
si
ti
o
n
s
[5
].

In
w
h
a
t
fo
ll
o
w
s,
th
e
n
u
m
er
ic
a
l
m
et
h
o
d
is
b
ri
efl
y

re
ca
ll
ed

a
n
d
a
n
sw

er
s
p
ro
v
id
ed

b
y
D
D

si
m
u
la
ti
o
n
s

S
cr
ip
ta

M
a
te
ri
a
li
a
4
7
(2
0
0
2
)
6
8
9
–
6
9
5

w
w
w
.a
ct
a
m
a
t-
jo
u
rn
a
ls
.c
o
m

*
C
o
rr
es
p
o
n
d
in
g
a
u
th
o
r.

E
-m
a
il
a
d
d
re
ss
:
k
u
b
in
@
o
n
er
a
.f
r
(L
.P
.
K
u
b
in
).

1
3
5
9
-6
4
6
2
/0
2
/$

-
se
e
fr
o
n
t
m
a
tt
er

�
2
0
0
2
A
ct
a
M
a
te
ri
a
li
a
In
c.

P
u
b
li
sh
ed

b
y
E
ls
ev
ie
r
S
ci
en
ce

L
td
.
A
ll
ri
g
h
ts

re
se
rv
ed
.

P
II
:
S
1
3
5
9
-6

4
6
2
(0

2
)0

0
1
8
5
-9



d
ep
ic
te
d
in

F
ig
.
2
a
n
d
th
e
co
rr
es
p
o
n
d
in
g
si
m
u
la
te
d

st
re
ss
–
st
ra
in

cu
rv
es

d
o
n
o
t
su
b
st
a
n
ti
a
ll
y
d
iff
er

(c
f.

F
ig
.
4
b
b
el
o
w
).
T
h
is

co
n
fi
rm

s
th
e
re
la
ti
v
e
in
se
n
si
-

ti
v
it
y
o
f
th
e
fl
o
w

st
re
ss

o
n
th
e
a
rr
a
n
g
em

en
t
o
f
th
e

m
ic
ro
st
ru
ct
u
re
,
w
h
ic
h

h
a
s
b
ee
n

n
o
te
d

b
y

m
a
n
y

a
u
th
o
rs

[2
0
,2
1
].

5
.
In
te
rn
a
l
st
re
ss
es

F
ig
.
3
a
sh
o
w
s
a
n
o
th
er

em
er
g
in
g
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re

o
b
ta
in
ed

in
th
e
p
re
se
n
ce

o
f
cr
o
ss
-s
li
p
,
in

co
n
d
it
io
n
s

si
m
il
a
r
to

th
o
se

o
f
F
ig
.
2
b
.
T
h
is
fi
g
u
re

is
o
b
ta
in
ed

b
y

su
p
er
im

p
o
si
n
g

a
la
rg
e
n
u
m
b
er

o
f
su
cc
es
si
v
e

g
ra
y
im

a
g
es
.
T
h
e
b
la
ck

a
re
a
s
a
re
,
th
er
ef
o
re
,
th
o
se

w
h
er
e
st
o
ra
g
e
re
su
lt
ed

in
st
a
b
le

d
is
lo
ca
ti
o
n
-d
en
se

re
g
io
n
s.

F
ig
.
3
b
sh
o
w
s
a
m
a
p
p
in
g
o
f
th
e
re
si
st
iv
e

in
te
rn
a
l
st
re
ss

re
so
lv
ed

in
o
n
e
o
f
th
e
a
ct
iv
e
sl
ip

sy
st
em

s.
T
h
e
a
m
p
li
tu
d
e
o
f
th
es
e
st
re
ss
es
,
w
h
o
se

si
g
n

is
o
p
p
o
si
te

to
th
a
t
o
f
th
e
re
so
lv
ed

a
p
p
li
ed

st
re
ss
,
in
cr
ea
se
s
w
it
h
in
cr
ea
si
n
g
d
a
rk
n
es
s
u
p
to

�
2

ti
m
es

th
e
a
p
p
li
ed

sh
ea
r
o
r
m
o
re

in
th
e
b
la
ck

a
re
a
s.

T
h
es
e

n
eg
a
ti
v
e

in
te
rn
a
l

st
re
ss
es

a
p
p
ro
x
im

a
te
ly

co
rr
es
p
o
n
d

to
th
e
d
is
lo
ca
ti
o
n
-p
o
o
r
a
re
a
s
o
f
F
ig
.

3
a
.
In

th
e
sa
m
e
w
a
y
,
th
e
co
m
p
le
m
en

ta
ry

m
a
p
p
in
g

o
f
th
e
p
o
si
ti
v
e
in
te
rn
a
l
st
re
ss
es

(F
ig
.
3
c)

d
el
in
ea
te
s

F
ig
.
3
.
(a
)
A

si
m
u
la
te
d
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re

o
b
ta
in
ed

fr
o
m

th
e
E
d
g
e–
S
cr
ew

m
o
d
el

in
co
n
d
it
io
n
s
si
m
il
a
r
to

th
o
se

o
f
F
ig
.
2
b
([
1
0
0
]
fo
il
o
f

th
ic
k
n
es
s
2

lm
ex
tr
a
ct
ed

fr
o
m

a
si
m
u
la
ti
o
n
b
o
x
o
f
li
n
ea
r
d
im

en
si
o
n
1
5

lm
).
T
h
is
p
ic
tu
re

w
a
s
o
b
ta
in
ed

b
y
su
p
er
im

p
o
si
n
g
su
cc
es
si
v
e

g
ra
y
im

a
g
es
,
in

o
rd
er

to
b
et
te
r
v
is
u
a
li
ze

th
e
re
g
io
n
s
w
h
er
e
d
is
lo
ca
ti
o
n
s
a
re

p
er
m
a
n
en
tl
y
st
o
re
d
.
T
h
e
d
en
se

v
ei
n
s
a
re

p
a
ra
ll
el
to

th
e
h1

1
0
i

d
ir
ec
ti
o
n
s
o
f
th
e
fo
il
p
la
n
e.
(b
)
A

m
a
p
p
in
g
o
f
th
e
re
si
st
iv
e
(n
eg
a
ti
v
e)
in
te
rn
a
l
sh
ea
r
st
re
ss
es

in
o
n
e
o
f
th
e
a
ct
iv
e
sl
ip

p
la
n
e
(t
h
e
d
a
rk

a
re
a
s

a
re

th
o
se

w
h
er
e
th
e
m
o
d
u
lu
s
o
f
th
e
in
te
rn
a
l
st
re
ss

is
th
e
la
rg
es
t)
.
(c
)
A

m
a
p
p
in
g
o
f
th
e
p
o
si
ti
v
e
in
te
rn
a
l
st
re
ss
es

o
n
th
e
sa
m
e
sl
ip

p
la
n
e.

F
ig
.
2
.
(1

1
1
)
fo
il
s
o
f
th
ic
k
n
es
s
5

lm
ex
tr
a
ct
ed

a
t
th
e

sa
m
e

p
o
si
ti
o
n

fr
o
m

si
m
u
la
te
d

cr
y
st
a
l
o
f
a
p
p
ro
x
im

a
te
ly

cu
b
ic

sh
a
p
e

ð9
:8
	
1
1
:6
	
8
:4

lm
3
Þ,
st
ra
in
ed

a
lo
n
g
a
[1
0
0
]
st
re
ss

a
x
is
(t
h
e
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re
s
a
re

u
n
d
er

st
re
ss
).
T
h
e
si
m
u
la
ti
o
n
co
n
d
it
io
n
s
a
re

id
en
ti
ca
l

(i
n
it
ia
l
d
en
si
ty

1
0
1
2
m

�
2
,
im

p
o
se
d
st
ra
in

ra
te

2
0
s�

1
,
to
ta
l
p
la
st
ic
st
ra
in

e
�

2
	
1
0
�
3
Þ,
ex
ce
p
t
th
a
t
th
e
cr
o
ss
-s
li
p
p
ro
b
a
b
il
it
y
is
se
t
to

ze
ro

in
(a
).
In

(b
)
a
n
d
in

th
e
p
re
se
n
ce

o
f
cr
o
ss
-s
li
p
,
sh
a
rp

d
is
lo
ca
ti
o
n
-d
en
se

re
g
io
n
s
a
re

o
b
se
rv
ed

a
lo
n
g
th
e
th
re
e
h1

1
0
i
d
ir
ec
ti
o
n
s
o
f
th
e

(1
1
1
)
p
la
n
e.

S
ec
ti
o
n
s
o
f
th
e
si
m
u
la
te
d
v
o
lu
m
e
a
n
d
o
f
o
n
e
la
y
er

o
f
re
p
li
ca
s
st
em

m
in
g
fr
o
m

p
er
io
d
ic

b
o
u
n
d
a
ry

co
n
d
it
io
n
s
a
re

sh
o
w
n
.

6
9
2

R
.
M
a
d
ec
et
a
l.
/
S
cr
ip
ta
M
a
te
ri
a
li
a
4
7
(
2
0
0
2
)
6
8
9
–
6
9
5

f.
c.
c.

cr
y
st
a
ls
(t
h
e
L
o
m
er
,
g
li
ss
il
e
a
n
d
H
ir
th

lo
ck
s)

h
a
v
e
b
ee
n
in
v
es
ti
g
a
te
d
in

d
et
a
il
a
s
a
fu
n
ct
io
n
o
f
th
e

o
ri
en
ta
ti
o
n
o
f
th
e
in
te
ra
ct
in
g
li
n
es

[8
,9
,1
7
].
F
ig
.
1

sh
o
w
s
a
p
lo
t
o
f
th
e
cr
it
ic
a
l
st
re
ss

(i
n
re
d
u
ce
d
u
n
it
s)

fo
r
th
e
u
n
zi
p
p
in
g
a
sy
m
m
et
ri
ca
l
L
o
m
er

lo
ck

a
s
a

fu
n
ct
io
n

o
f
th
e
co
m
m
o
n

in
it
ia
l
a
n
g
le

/
0
o
f
th
e

in
te
ra
ct
in
g
li
n
es

w
it
h
th
e
ju
n
ct
io
n

d
ir
ec
ti
o
n
.
T
h
e

si
m
u
la
ti
o
n
re
su
lt
s
(s
q
u
a
re
s)

a
re

fi
tt
ed

to
a
si
m
p
li
-

fi
ed

el
a
st
ic

m
o
d
el
.
T
h
e
la
tt
er

co
n
ta
in
s
o
n
e
a
rb
i-

tr
a
ry

co
n
st
a
n
t
b
u
t
p
ro
v
id
es

a
su
rp
ri
si
n
g
ly

a
cc
u
ra
te

p
re
d
ic
ti
o
n
.
O
n
e

ca
n

se
e

th
a
t
th
er
e

is
a

w
h
o
le

sp
ec
tr
u
m

o
f
ju
n
ct
io
n

st
re
n
g
th
s
a
n
d

a
d
iv
er
g
en
ce

w
h
en

th
e
li
n
es

a
re

in
it
ia
ll
y
p
a
ra
ll
el

to
th
e
ju
n
ct
io
n

d
ir
ec
ti
o
n

ð/
0
¼

0
Þ.

In
th
is

p
a
rt
ic
u
la
r

ca
se
,
th
e

le
n
g
th

o
f
th
e
u
n
zi
p
p
in
g
a
rm

s
is
ze
ro

a
n
d
a
n
in
fi
n
it
e

st
re
ss

h
a
s
to

b
e
a
p
p
li
ed

to
th
em

to
d
es
tr
o
y
th
e

ju
n
ct
io
n
.
T
h
e

h
o
ri
zo
n
ta
l
li
n
e

re
p
re
se
n
ts
,
in

th
e

sa
m
e
re
d
u
ce
d
u
n
it
s,

th
e
ty
p
ic
a
l
fl
o
w

st
re
ss

o
f
a
n

a
n
n
ea
le
d
f.
c.
c.
si
n
g
le
cr
y
st
a
l
a
t
sm

a
ll
st
ra
in
s.
T
h
u
s,

m
o
st

ju
n
ct
io
n

o
f
sm

a
ll
er

cr
it
ic
a
l
st
re
ss

a
re

d
e-

st
ro
y
ed

u
n
d
er

st
re
ss
,
w
h
er
ea
s
th
o
se

o
f
la
rg
er

cr
it
-

ic
a
l

st
re
ss

a
re

st
o
re
d

a
n
d

ca
n

co
n
tr
ib
u
te

to

p
a
tt
er
n
in
g
.
T
h
e
fl
o
w
st
re
ss

is
,
th
er
ef
o
re
,
su
ch

th
a
t
a

su
ffi
ci
en
t
fr
a
ct
io
n
o
f
a
ll
th
e
ju
n
ct
io
n
s
p
re
se
n
t
a
t
a

g
iv
en

m
o
m
en

t
ca
n
b
e
d
es
tr
o
y
ed
,
in

o
rd
er

to
a
ll
o
w

th
e
m
o
b
il
e
d
en
si
ty

to
p
ro
d
u
ce

th
e
im

p
o
se
d
p
la
st
ic

st
ra
in

ra
te
.
W
it
h
in

th
e
M
ix
ed

m
o
d
el
,
th
e
sc
a
li
n
g

re
la
ti
o
n
sh
ip

s
¼

al
bp

q
f
b
et
w
ee
n
th
e
re
so
lv
ed

fl
o
w

st
re
ss

a
n
d
th
e
sq
u
a
re

ro
o
t
o
f
th
e
fo
re
st

d
en
si
ty

in

m
u
lt
ip
le

sl
ip

is
sp
o
n
ta
n
eo

u
sl
y
o
b
ta
in
ed

(b
is

th
e

m
o
d
u
lu
s
o
f
th
e
1
=
2
h1

1
0
iB

u
rg
er
s
v
ec
to
r)
.
A

m
ea
n

v
a
lu
e
o
f

a
¼

0
:3
8
co
m
es

o
u
t
w
it
h
o
u
t
a
n
y
a
d
ju
st
-

m
en
t
[9
],

w
h
ic
h

co
m
p
a
re
s
w
el
l
w
it
h

th
e
ex
p
er
i-

m
en
ta
l
d
a
ta

o
n

co
p
p
er

a
n
d

si
lv
er

co
m
p
il
ed

b
y

B
a
si
n
sk
i
a
n
d
B
a
si
n
sk
i
[1
8
].

4
.
In
fl
u
en
ce

o
f
cr
o
ss
-s
li
p
o
n
p
a
tt
er
n
fo
rm

a
ti
o
n

F
ig
.
2

sh
o
w
s

tw
o

si
m
u
la
te
d

m
ic
ro
st
ru
ct
u
re
s

o
b
ta
in
ed

in
m
u
lt
ip
le

sl
ip

w
it
h

th
e
M
ix
ed

m
o
d
el
.

T
h
e
n
u
m
er
ic
a
l
co
n
d
it
io
n
s
a
n
d
th
e
in
it
ia
l
co
n
fi
g
u
-

ra
ti
o
n
s
a
re

ex
a
ct
ly

th
e
sa
m
e,

ex
ce
p
t
th
a
t
th
e
cr
o
ss
-

sl
ip

p
ro
b
a
b
il
it
y
is

se
t
to

ze
ro

in
F
ig
.
2
a
.
A
n
ea
rl
y

st
a
g
e
o
f
o
rg
a
n
iz
a
ti
o
n

a
p
p
ea
rs

in
F
ig
.
2
b
,
w
h
er
e

w
el
l-
d
efi
n
ed

d
is
lo
ca
ti
o
n
-d
en

se
re
g
io
n
s
ca
n
b
e
o
b
-

se
rv
ed
.
T
h
es
e
re
g
io
n
s
a
re

in
th
e
fo
rm

o
f
v
ei
n
s,

ra
th
er

th
a
n

w
a
ll
s,

w
it
h

p
re
fe
re
n
ti
a
l
h1

1
0
i
d
ir
ec
-

ti
o
n
s,
p
a
ra
ll
el
to

th
e
in
te
rs
ec
ti
o
n
s
o
f
th
e
a
ct
iv
e
sl
ip

sy
st
em

s.
T
h
ei
r
a
v
er
a
g
e
sp
a
ci
n
g
is
d
�

1
0

lm
,
to

b
e

co
m
p
a
re
d

to
th
e
p
er
io
d
ic
it
y

o
f
a
b
o
u
t
1
0

ffiffiffi 2
p

lm
im

p
o
se
d

a
lo
n
g

th
e

h1
1
0
i

d
ir
ec
ti
o
n
s

b
y

th
e

b
o
u
n
d
a
ry

co
n
d
it
io
n
s.

T
o

fi
x
th
e
id
ea
s,

th
e
a
x
ia
l

st
re
ss

is
r
¼

2
:7
	
1
0
�
4
l
a
n
d
w
it
h
a
B
u
rg
er
s
v
ec
to
r

b
¼

0
:2
5
5

n
m
,
w
e

h
a
v
e

d
�

1
1
l
b=

r
fo
r

th
es
e

em
er
g
in
g
st
ru
ct
u
re
s.

S
im

il
a
r
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re
s
w
er
e

o
b
ta
in
ed

p
re
v
io
u
sl
y
w
it
h

th
e
E
d
g
e–
S
cr
ew

m
o
d
el

[1
9
],

in
si
m
u
la
te
d

v
o
lu
m
es

o
f
1
5

l
m

3
w
it
h

fr
ee

su
rf
a
ce
s.

T
h
e

d
is
lo
ca
ti
o
n
-d
en
se

re
g
io
n
s

a
re

a
n
-

ch
o
re
d
o
n
a
n
u
n
d
er
ly
in
g
sk
el
et
o
n
o
f
st
a
b
le

ju
n
c-

ti
o
n
s;

th
ey

a
ls
o

co
n
ta
in

cr
o
ss
-s
li
p
p
ed

se
g
m
en
ts
,

jo
g
s
a
n
d

d
eb
ri
s.

In
co
n
tr
a
st
,
in

th
e
a
b
se
n
ce

o
f

cr
o
ss
-s
li
p
,
th
e

o
rg
a
n
iz
a
ti
o
n

is
m
u
ch

le
ss

w
el
l-

m
a
rk
ed

a
n
d
th
e
fo
rm

a
ti
o
n
o
f
o
b
se
rv
a
b
le

p
a
tt
er
n
s

is
ei
th
er

d
el
a
y
ed

to
la
rg
er

st
ra
in
s
o
r
su
p
p
re
ss
ed

(c
f.

F
ig
.
2
a
).

A
lt
h
o
u
g
h

o
n
e
m
a
y
a
ss
u
m
e
th
a
t
th
e
re
-

a
rr
a
n
g
em

en
t
o
f
th
e
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re

b
y

cr
o
ss
-s
li
p

co
n
tr
ib
u
te
s
to

th
e
re
fi
n
em

en
t
o
f
th
e
d
is
lo
ca
ti
o
n
-

d
en
se

re
g
io
n
s
a
n
d
th
ei
r
3
-D

ex
te
n
si
o
n
,
th
e
d
et
a
il
o
f

th
e

m
ec
h
a
n
is
m
s
th
a
t
co
o
p
er
a
te

to
p
ro
d
u
ce

th
e

p
a
tt
er
n
o
f
F
ig
.
2
b
re
m
a
in

to
b
e
in
v
es
ti
g
a
te
d
.
T
h
u
s,

th
is
n
u
m
er
ic
a
l
ex
p
er
im

en
t
es
se
n
ti
a
ll
y
co
n
fi
rm

s
th
a
t

cr
o
ss
-s
li
p
st
ro
n
g
ly

fa
v
o
rs

th
e
em

er
g
en
ce

o
f
o
rd
er
ed

d
is
lo
ca
ti
o
n
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re
s.

W
it
h
in

5
%
,
th
e
to
ta
l

d
is
lo
ca
ti
o
n
d
en
si
ty

is
th
e
sa
m
e
in

th
e
tw

o
si
tu
a
ti
o
n
s

F
ig
.
1
.
T
h
e
cr
it
ic
a
l
st
re
ss

s 0
o
f
a
sy
m
m
et
ri
ca
l
L
o
m
er

lo
ck
,
sc
a
le
d

b
y

l
b=
‘ 0
,
w
h
er
e
‘ 0

is
th
e
in
it
ia
l
le
n
g
th

o
f
th
e
in
te
ra
ct
in
g
se
g
-

m
en
ts
,
a
s
a

fu
n
ct
io
n

o
f
th
e

a
n
g
le

/
0
b
et
w
ee
n

th
e

in
it
ia
ll
y

st
ra
ig
h
t
in
te
ra
ct
in
g
se
g
m
en
ts

a
n
d

th
e
ju
n
ct
io
n

d
ir
ec
ti
o
n
.
T
h
e

sq
u
a
re
s
re
p
re
se
n
t
si
m
u
la
ti
o
n
re
su
lt
s
o
b
ta
in
ed

w
it
h
th
e
M
ix
ed

m
o
d
el
.
T
h
e
cu
rv
e
is

a
fi
t
to

a
si
m
p
li
fi
ed

el
a
st
ic

m
o
d
el

[9
].
T
h
e

h
o
ri
zo
n
ta
l
li
n
e
co
rr
es
p
o
n
d
s
to

a
ty
p
ic
a
l
(r
ed
u
ce
d
)
y
ie
ld

st
re
ss

o
f

2
:5
	
1
0
�
4
l
.

R
.
M
a
d
ec
et
a
l.
/
S
cr
ip
ta
M
a
te
ri
a
li
a
4
7
(
2
0
0
2
)
6
8
9
–
6
9
5

6
9
1



cu
rv
es
)
o
r
n
o
t
(t
h
in

cu
rv
es
)
a
n
d
w
it
h
lo
n
g
-r
a
n
g
e

in
te
ra
ct
io
n
s
tr
u
n
ca
te
d

(d
o
tt
ed

cu
rv
es
)
b
ey
o
n
d

a

d
is
ta
n
ce

q�
1
=
2
¼

0
:7
5

l
m
,
o
r
n
o
t
tr
u
n
ca
te
d
.
C
ro
ss
-

sl
ip

in
d
u
ce
s
a
sm

a
ll
u
p
w
a
rd
s
sh
if
t
in

fl
o
w

st
re
ss
,

w
h
ic
h
is

a
tt
ri
b
u
te
d
to

th
e
in
cr
ea
se
d
d
en
si
ty

o
f
th
e

fo
re
st

v
ia

m
u
lt
ip
li
ca
ti
o
n
b
y
d
o
u
b
le

cr
o
ss
-s
li
p
a
n
d

to
th
e
fo
rm

a
ti
o
n

o
f
jo
g
s
a
n
d

d
eb
ri
s.

T
h
e
lo
n
g
-

ra
n
g
e
st
re
ss
es

d
o
n
o
t
si
g
n
ifi
ca
n
tl
y
co
n
tr
ib
u
te

to
th
e

fl
o
w

st
re
ss
.
T
h
es
e
co
n
cl
u
si
o
n
s
a
re
,
o
f
co
u
rs
e,

o
n
ly

v
a
li
d
in

th
e
sm

a
ll
st
ra
in

ra
n
g
e
co
n
si
d
er
ed

h
er
e.

7
.
D
is
cu
ss
io
n
a
n
d
co
n
cl
u
d
in
g
re
m
a
rk
s

T
h
es
e
re
su
lt
s
sh
o
w

th
a
t
ea
rl
y
st
a
g
es

o
f
th
e
o
r-

g
a
n
iz
a
ti
o
n

o
f
th
e
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re

ca
n

b
e
in
v
es
ti
-

g
a
te
d

w
it
h

th
e

h
el
p

o
f

D
D

si
m
u
la
ti
o
n
s.

T
h
e

d
is
lo
ca
ti
o
n

a
rr
a
n
g
em

en
ts

o
b
ta
in
ed

in
th
is

st
u
d
y

sh
a
re

so
m
e

p
ro
p
er
ti
es

o
f
w
el
l-
fo
rm

ed
ce
ll
s.

A
l-

th
o
u
g
h

it
is

n
o
t
p
re
se
n
tl
y

p
o
ss
ib
le
,
b
y

la
ck

o
f

co
m
p
u
ti
n
g
p
o
w
er
,
to

ch
ec
k
h
o
w

th
ey

ev
o
lv
e
w
it
h

in
cr
ea
si
n
g
a
p
p
li
ed

st
re
ss
,
th
ey

a
re

a
ss
o
ci
a
te
d
w
it
h

in
te
rn
a
l
st
re
ss

fi
el
d

p
a
tt
er
n
s
th
a
t
b
eh
a
v
e
a
s
p
re
-

d
ic
te
d

b
y

M
u
g
h
ra
b
i�s

co
m
p
o
si
te

m
o
d
el
.
N
ev
er
-

th
el
es
s,
th
e
fl
o
w
st
re
ss

o
f
th
e
si
m
u
la
te
d
m
a
te
ri
a
ls
is

g
o
v
er
n
ed

b
y
th
e
fo
re
st

m
ec
h
a
n
is
m
,
i.
e.
,
b
y
sh
o
rt
-

ra
n
g
e
a
n
d
co
n
ta
ct

in
te
ra
ct
io
n
s.
T
h
es
e
p
a
tt
er
n
s
a
re

st
a
b
le

w
it
h
in

th
e
sm

a
ll

st
ra
in

ra
n
g
e
in
v
es
ti
g
a
te
d

h
er
e.

T
h
e
d
is
lo
ca
ti
o
n
p
ro
ce
ss
es

th
a
t
co
n
cu
r
to

th
e

fo
rm

a
ti
o
n
o
f
th
es
e
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re
s
a
re
,
n
ev
er
th
e-

le
ss
,
ra
th
er

co
m
p
le
x
a
n
d
h
a
v
e
n
o
t
b
ee
n
ex
a
m
in
ed

y
et

in
d
et
a
il
.

A
s
fa
r
a
s
th
e
m
o
d
el
in
g
o
f
d
is
lo
ca
ti
o
n

p
a
tt
er
n

fo
rm

a
ti
o
n

a
t
lo
w

a
n
d

m
ed
iu
m

te
m
p
er
a
tu
re
s
is

co
n
ce
rn
ed
,
it
se
em

s
es
se
n
ti
a
l
to

ta
k
e
in
to

a
cc
o
u
n
t

n
o
t
o
n
ly

th
e
st
o
ra
g
e
o
f
d
is
lo
ca
ti
o
n
s
b
y
th
ei
r
in
te
r-

a
ct
io
n

w
it
h

th
e

fo
re
st

b
u
t

a
ls
o

th
e

cr
o
ss
-s
li
p

m
ec
h
a
n
is
m
.
B
ec
a
u
se

cr
o
ss
-s
li
p
is
st
re
ss
-d
ep
en
d
en
t,

it
is
m
o
st
ly

se
n
si
ti
v
e
to

sh
o
rt
-r
a
n
g
e
d
is
lo
ca
ti
o
n
in
-

te
ra
ct
io
n
s.
It
s
eff
ec
t
is
to

d
ec
re
a
se

th
e
m
ea
n
in
te
rn
a
l

st
re
ss

b
y
re
la
x
in
g
lo
ca
l
p
ea
k
s
in

it
s
d
is
tr
ib
u
ti
o
n
,

th
u
s
st
a
b
il
iz
in
g
th
e
co
n
fi
g
u
ra
ti
o
n
s
o
f
st
o
re
d
d
is
lo
-

ca
ti
o
n
s.

A
ll

th
es
e
fe
a
tu
re
s
a
ls
o

ch
a
ra
ct
er
iz
e
d
y
-

n
a
m
ic

re
co
v
er
y
,
so

th
a
t,

in
th
e
a
b
se
n
ce

o
f
a
n
y

o
b
v
io
u
s
a
lt
er
n
a
ti
v
e,
th
e
p
re
se
n
t
re
su
lt
s
su
p
p
o
rt
th
e

v
ie
w

a
cc
o
rd
in
g
to

w
h
ic
h
th
e
cr
o
ss
-s
li
p
m
ec
h
a
n
is
m

is
re
sp
o
n
si
b
le

fo
r
d
y
n
a
m
ic

re
co
v
er
y
.
C
ro
ss
-s
li
p
fa
-

v
o
rs

n
o
n
-p
la
n
a
r
g
li
d
e
a
n
d
th
e
p
re
se
n
t
re
su
lt
s
a
ls
o

co
n
fi
rm

th
a
t
p
a
tt
er
n
fo
rm

a
ti
o
n
is
ei
th
er

d
el
a
y
ed

o
r

su
p
p
re
ss
ed

in
co
n
d
it
io
n
s
o
f
p
u
re
ly

p
la
n
a
r
g
li
d
e.

F
in
a
ll
y
,
lo
n
g
-r
a
n
g
e
in
te
rn
a
l
st
re
ss
es
,a
s
w
el
l
a
s
lo
ca
l

la
tt
ic
e
ro
ta
ti
o
n
s
th
a
t
a
re

n
o
t
in
cl
u
d
ed

in
th
es
e
D
D

si
m
u
la
ti
o
n
s,
d
o
n
o
t
se
em

to
cr
it
ic
a
ll
y
in
fl
u
en
ce

th
e

em
er
g
en
ce

o
f
a
ce
ll
st
ru
ct
u
re
.

T
h
er
e

a
re

v
ir
tu
a
ll
y

n
o

tr
a
n
sm

is
si
o
n

el
ec
tr
o
n

m
ic
ro
sc
o
p
y
st
u
d
ie
s
o
n
si
n
g
le

cr
y
st
a
ls

d
ef
o
rm

ed
in

m
u
lt
ip
le
sl
ip

a
t
sm

a
ll
p
la
st
ic
st
ra
in
s,
ty
p
ic
a
ll
y
in

th
e

ra
n
g
e
o
f
0
.5
–
1
%
.
It

w
o
u
ld

ce
rt
a
in
ly

b
e
d
es
ir
a
b
le
to

u
n
d
er
ta
k
e
su
ch

a
st
u
d
y
in

o
rd
er

to
ch
ec
k
th
e
p
re
-

se
n
t
co
n
cl
u
si
o
n
s
re
g
a
rd
in
g
th
e
b
if
u
rc
a
ti
o
n
fr
o
m

a
n

in
it
ia
ll
y
u
n
if
o
rm

d
is
lo
ca
ti
o
n
st
ru
ct
u
re

to
a
n
o
rg
a
-

n
iz
ed

o
n
e.

R
ef
er
en
ce
s

[1
]
H
ir
sc
h
P
B
.
In
:
H
ir
sc
h
P
B
,
ed
it
o
r.
T
h
e
p
h
y
si
cs

o
f
m
et
a
ls
:
II

d
ef
ec
ts
.
C
a
m
b
ri
d
g
e:

C
a
m
b
ri
d
g
e
U
n
iv
er
si
ty

P
re
ss
;
1
9
7
5
.
p
.

1
9
3
.

[2
]
Ja
ck
so
n
P
J.

P
ro
g
r
M
a
te
r
S
ci

1
9
8
4
;2
9
:1
3
9
.

[3
]
K
o
ck
s
U
F
.
In
:
D
is
lo
ca
ti
o
n
s
a
n
d
p
ro
p
er
ti
es

o
f
re
a
l
m
a
te
-

ri
a
ls
.
L
o
n
d
o
n
:
T
h
e
In
st
it
u
te

o
f
M
et
a
ls
;
1
9
8
5
.
p
.
1
2
5
.

[4
]
K
ra
to
ch
v� ıı
l
J,

O
rl
o
v
� aa
A
.
P
h
il
o
s
M
a
g
1
9
9
0
;A

6
1
:2
8
1
.

[5
]
Z
a
is
er

M
.
M
a
te
r
S
ci

E
n
g
A

2
0
0
1
;3
0
9
–
3
1
0
:3
0
4
.

[6
]
K
u
b
in

L
P
,
C
a
n
o
v
a
G
,
C
o
n
d
a
t
M
,
D
ev
in
cr
e
B
,
P
o
n
ti
k
is
V
,

B
r� ee
ch
et

Y
.
S
o
li
d
S
ta
te

P
h
en
o
m
en
a
1
9
9
2
;2
3
–
2
4
:4
5
5
.

[7
]
D
ev
in
cr
e
B
,
K
u
b
in

L
P
,
L
em

a
rc
h
a
n
d
C
,
M
a
d
ec

R
.
M
a
te
r

S
ci

E
n
g
A

2
0
0
1
;3
0
9
–
3
1
0
:2
1
1
.

[8
]
M
a
d
ec

R
,
D
ev
in
cr
e
B
,
K
u
b
in

L
P
.
M
u
lt
is
ca
le

M
o
d
el
in
g
o
f

M
a
te
ri
a
ls
,
p
.
z1
.8
.1
.
In
:
K
u
b
in

L
,
S
el
in
g
er

R
,
B
a
ss
a
n
i
J,

C
h
o

K
,
ed
it
o
rs
.
M
R
S

S
y
m
p

P
ro
c,

v
o
l.
6
5
3
,
W
a
rr
en
d
a
le

(P
A
):
M
a
te
ri
a
ls
R
es
ea
rc
h
S
o
ci
et
y
,
2
0
0
1
.

[9
]
M
a
d
ec

R
.
D
o
ct
o
ra
te

T
h
es
is
,
O
rs
a
y
U
n
iv
er
si
ty
,
2
0
0
1
.

[1
0
]
G
� oo
m
ez
-G

a
rc
� ııa

D
,
D
ev
in
cr
e
B
,
K
u
b
in

L
P
.
J
C
o
m
p
u
t
A
id
ed

M
a
te
r
D
es
ig
n
1
9
9
9
;6
:1
5
7
.

[1
1
]
B
u
la
to
v
V
,
A
b
ra
h
a
m

F
,
K
u
b
in

L
P
,
D
ev
in
cr
e
B
,
Y
ip

S
.

N
a
tu
re

1
9
9
8
;3
9
1
:6
6
9
.

[1
2
]
S
h
in

C
S
,
F
iv
el

M
C
,
R
o
d
n
ey

D
,
P
h
il
li
p
s
R
,
S
h
en
o
y
V
B
,

D
u
p
u
y

L
.
In
:
F
o
re
st

S
,
v
a
n

d
er

G
ie
ss
en

E
,
K
u
b
in

L
,

ed
it
o
rs
.
S
ca
le

tr
a
n
si
ti
o
n
s
fr
o
m

a
to
m
is
ti
cs

to
co
n
ti
n
u
u
m

p
la
st
ic
it
y
.
F
-L
es

U
li
s:
E
D
P
S
ci
en
ce
s;
2
0
0
1
.
p
.
1
9
.

[1
3
]
B
o
n
n
ev
il
le

J,
E
sc
a
ig

B
,

M
a
rt
in

JL
.

A
ct
a

M
et
a
ll

1
9
8
8
;3
6
:1
9
8
9
.

[1
4
]
V
eg
g
e
T
,
R
a
sm

u
ss
en

T
,
L
eff
er
s
T
,
P
ed
er
se
n
O
B
,
Ja
co
b
se
n

K
W
.
P
h
il
o
s
M
a
g
L
et
t
2
0
0
1
;8
1
:1
3
7
.

[1
5
]
D
ev
in
cr
e
B
.
In
:
K
ir
ch
n
er

H
O
K
,
P
o
n
ti
k
is

V
,
K
u
b
in

L
P
,

ed
it
o
rs
.
C
o
m
p
u
te
r
si
m
u
la
ti
o
n
in

m
a
te
ri
a
ls
sc
ie
n
ce
.
A
m
st
er
-

d
a
m
:
N
o
rt
h

H
o
ll
a
n
d
;
1
9
9
6
.
p
.
3
0
9
,
N
A
T
O

A
S
I
S
er
ie
s

E
3
0
8
.

6
9
4

R
.
M
a
d
ec
et
a
l.
/
S
cr
ip
ta
M
a
te
ri
a
li
a
4
7
(
2
0
0
2
)
6
8
9
–
6
9
5

a
re
a
s
th
a
t
a
p
p
ro
x
im

a
te
ly

co
rr
es
p
o
n
d
to

th
e
d
is
lo
-

ca
ti
o
n
-d
en
se

re
g
io
n
s.

T
h
is

p
ic
tu
re

is
q
u
a
li
ta
ti
v
el
y

co
n
si
st
en
t
w
it
h
M
u
g
h
ra
b
i�s

co
m
p
o
si
te

m
o
d
el

[1
9
],

a
cc
o
rd
in
g
to

w
h
ic
h
th
e
co
n
ti
n
u
it
y
o
f
p
la
st
ic

st
ra
in

b
et
w
ee
n

th
e
h
a
rd

d
is
lo
ca
ti
o
n
-d
en
se

re
g
io
n
s
a
n
d

th
e
so
ft

d
is
lo
ca
ti
o
n
-p
o
o
r
re
g
io
n
s
in
d
u
ce
s
p
o
si
ti
v
e

in
te
rn
a
l
st
re
ss
es

in
th
e
fo
rm

er
a
n
d
n
eg
a
ti
v
e
o
n
es

in

th
e
la
tt
er
.
T
h
e
h
ig
h
lo
ca
l
st
re
ss

le
v
el
s
in

th
e
w
a
ll
s

en
h
a
n
ce

th
e
cr
o
ss
-s
li
p
p
ro
b
a
b
il
it
y
,
si
n
ce

th
e
la
tt
er

is
st
re
ss
-d
ep
en
d
en
t.
W
e
a
tt
ri
b
u
te

to
th
is

eff
ec
t
th
e

p
ro
g
re
ss
iv
e
re
fi
n
em

en
t
o
f
th
e
w
a
ll
s,

w
h
ic
h
ca
n
b
e

se
en

b
y
co
m
p
a
ri
n
g
th
e
g
ra
y
a
n
d
d
a
rk

co
n
tr
a
st
s
in

F
ig
.
3
a
,
a
n
d
th
ei
r
st
a
b
il
iz
a
ti
o
n
b
y
th
e
re
la
x
a
ti
o
n
o
f

th
e
lo
ca
l
p
ea
k
s
o
f
in
te
rn
a
l
st
re
ss
.

6
.
In
fl
u
en
ce

o
f
lo
n
g
-
a
n
d

sh
o
rt
-r
a
n
g
e
st
re
ss
es

o
n

p
a
tt
er
n
fo
rm

a
ti
o
n

N
u
m
er
ic
a
l
ex
p
er
im

en
ts

w
er
e
d
es
ig
n
ed

in
o
rd
er

to
ch
ec
k
th
e
in
fl
u
en
ce

o
f
cl
o
se

a
n
d
d
is
ta
n
t
in
te
r-

a
ct
io
n
s
b
et
w
ee
n

d
is
lo
ca
ti
o
n
s
o
n

th
e
ev
o
lu
ti
o
n
o
f

th
e
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re

a
n
d
o
n
th
e
fl
o
w
st
re
ss

[7
].
A

cu
t-

o
ff

ra
d
iu
s
w
a
s
in
tr
o
d
u
ce
d

o
f
th
e
o
rd
er

o
f

q
�
1
=
2

(a
b
o
u
t
1

lm
).
In

o
n
e
te
st
,
o
n
ly

th
e
el
a
st
ic

in
te
ra
c-

ti
o
n
s
si
tu
a
te
d
in
si
d
e
th
is
cu
t-
o
ff
w
er
e
co
m
p
u
te
d
a
n
d

in
a
se
co
n
d
o
n
e
o
n
ly

th
o
se

si
tu
a
te
d
o
u
ts
id
e
th
e
cu
t-

o
ff
.I
n
b
o
th

ca
se

in
te
rs
ec
ti
o
n
a
n
d
ju
n
ct
io
n
p
ro
ce
ss
es

w
er
e
in
cl
u
d
ed
.
F
ig
.
4
a
sh
o
w
s
a
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re

o
b
-

ta
in
ed

in
th
e
ca
se

w
h
er
e
sh
o
rt
-r
a
n
g
e
el
a
st
ic

in
te
r-

a
ct
io
n
s
a
re

cu
t
o
u
t.
T
h
e
d
is
lo
ca
ti
o
n
s
a
re

u
n
if
o
rm

ly

d
is
tr
ib
u
te
d

in
sp
a
ce

a
n
d

n
o

tr
a
ce

o
f
em

er
g
in
g

st
ru
ct
u
re

is
fo
u
n
d
.
In

th
e
ca
se

w
h
er
e
o
n
ly

sh
o
rt
-

ra
n
g
e

in
te
ra
ct
io
n
s
a
re

a
cc
o
u
n
te
d

fo
r,

a
ce
n
tr
a
l

d
is
lo
ca
ti
o
n
-p
o
o
r
re
g
io
n
is
fo
rm

ed
[7
].
It
s
ra
d
iu
s
is

la
rg
er

th
a
n
th
e
cu
t-
o
ff
ra
d
iu
s,
so

th
a
t
th
is
st
ru
ct
u
re

is
n
o
t
a
n
a
rt
if
a
ct

d
u
e
to

th
e
tr
u
n
ca
ti
o
n
o
f
th
e
el
a
st
ic

in
te
ra
ct
io
n
s
(i
n
co
n
tr
a
st

to
a
co
m
m
o
n
b
el
ie
f,
su
ch

a
rt
if
a
ct
s
a
ri
se

o
n
ly

o
n
m
ic
ro
st
ru
ct
u
re
s
th
a
t
a
re

le
t

to
re
la
x
in

th
e
a
b
se
n
ce

o
f
a
p
p
li
ed

st
re
ss
).

T
h
es
e

re
su
lt
s
a
re

in
te
rp
re
te
d
a
s
fo
ll
o
w
s.

T
h
e
la
rg
es
t
in
-

te
rn
a
l
st
re
ss
es

a
re

p
ro
d
u
ce
d
b
y
sh
o
rt
-r
a
n
g
e
d
is
lo
-

ca
ti
o
n
in
te
ra
ct
io
n
s.
S
in
ce

th
e
cr
o
ss
-s
li
p
p
ro
b
a
b
il
it
y

is
st
ro
n
g
ly

st
re
ss
-s
en

si
ti
v
e,

o
m
it
ti
n
g
th
es
e
in
te
ra
c-

ti
o
n
s
is

eq
u
iv
a
le
n
t
to

d
e-
a
ct
iv
a
ti
n
g
cr
o
ss
-s
li
p
.
A
s

sh
o
w
n

a
b
o
v
e,

th
is

p
re
v
en
ts

th
e
em

er
g
en
ce

o
f
a
n

o
rg
a
n
iz
ed

m
ic
ro
st
ru
ct
u
re
.
T
h
u
s,
w
e
co
n
cl
u
d
e
th
a
t,
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